TIPOS DE DISCONTINUIDADES DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

(Prerrequisito: Limites y continuidad de funciones de una variable)

Las funciones reales de una variable real pueden tener puntos donde sean discontinuas, lo cual
ocurre por motivos muy diferentes, en funcion de como sean los limites laterales de la funcion en
el punto de que se trate. Segun sea el motivo, las discontinuidades reciben distintos nombres que
veremos a continuacion.

Consideraremos siempre que el dominio de la funcion f(x) es un intervalo o una unién de inter-
valos sin puntos comunes.

Para que la funcién f(x) pueda ser continua en un punto x = a, dicho punto tiene que pertenecer
al dominio de f . Pero esto no basta, pues en muchos casos la funcién resulta discontinua en pun-
tos que pertenecen a su dominio (desde luego, esto no ocurre con las funciones basicas ni con las
funciones elementales, las cuales siempre son continuas en sus respectivos dominios; pero si le
podra ocurrir a funciones definidas a trozos, de uso muy frecuente; ver mas adelante ejemplos 1,
2 y 4 de funciones definidas a trozos con discontinuidades en algunos puntos de su dominio).

Distinguimos cuatro tipos de puntos a considerar, con una posible discontinuidad de la funcién
en cada uno de ellos (apartados A, B, C y D, donde en este ultimo no hay discontinuidad):

A) Puntos x = a interiores (o intermedios) de alguno de los intervalos del dominio de f, donde
tienen sentido ambos limites laterales y hay valor de la funcion. Aqui tenemos seis casos (uno de
continuidad y cinco de discontinuidades diferentes):

1) Cuando existan ambos limites laterales y sus valores coinciden con f(a), la funcién
serd continua en x = a.

2) Cuando ambos limites laterales existan, sean finitos y coincidan, pero no coincidan
con el valor f(a), habra una “discontinuidad evitable” en x = a.

3) Cuando ambos limites laterales existan y sean finitos, pero sean diferentes, habra una
“discontinuidad de salto finito” en x = a.

4) Cuando ambos limites laterales existan y sean diferentes, pero alguno de ellos sea
infinito o lo sean ambos, habra una “discontinuidad infinita de salto” en x = a (habra
asintota vertical de ecuacion x = a).

5) Cuando ambos limites laterales existan y coincidan, pero ambos sean infinitos, habra

una “discontinuidad infinita pero no de salto” en x = a (habra asintota vertical de ecua-
cion x = a).

6) Finalmente, cuando alguno de los limites laterales no exista por el comportamiento
de la funciéon f cerca del punto, habrd una “discontinuidad de segunda especie” en
x = a. (Ver NOTA FINAL en la pag. 4).

B) Puntos x = a que no pertenecen al dominio de la funcién f(x), pero que son el extremo de-

recho de uno de los intervalos del dominio y también el extremo izquierdo de otro de los intervalos
del dominio.

Entonces la funcién no podré ser continua en ese punto al no existir f(a), pero tienen
sentido ambos limites laterales de la funcién en dicho punto. Por tanto, en un punto de
este tipo podremos tener alguno de los mismos cinco tipos de discontinuidades que fue-
ron descritas en el apartado A). Por ejemplo, si el dominio de la funcion fuese [0, 3) U
(3,5), el punto x = 3 seria de este tipo. No existe f(3), pero tiene sentido considerar
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lirgl f(x) y también lo tiene considerar lirgl+ f(x). Entonces, segun sean estos limites
x—3~ X

laterales, la discontinuidad tendra un nombre u otro de los cinco indicados en el apartado
A): “Discontinuidad evitable” (donde la no coincidencia de los limites laterales con f (a)
sera en este caso porque este valor no existe), “discontinuidad de salto finito”, “dis-
continuidad infinita de salto” (con asintota vertical x = a), “discontinuidad infinita pero
no de salto” (con asintota vertical x = a) y “discontinuidad de segunda especie”.

C) Puntos x = a que sean extremo de uno solo de los intervalos del dominio (el cual no se reduzca
a un solo punto).

En estos puntos solamente tendra sentido uno de los limites laterales de la funcidn, el cual serd el
limite ordinario. Hay cuatro casos (uno de continuidad v tres de discontinuidades diferentes):

1) Cuando dicho limite lateral exista y coincida con f(a), la funcion serd continua en
el punto x = a.

2) Cuando dicho limite lateral exista, sea finito y diferente a f(a) o bien este valor no
exista, habra una “discontinuidad evitable” en el punto x = a.

3) Cuando dicho limite lateral exista y sea infinito, habra una “discontinuidad infinita”
en x = a (habra asintota vertical en ese punto).

4) Finalmente, cuando dicho limite lateral no exista por el comportamiento de la fun-
cion cerca del punto, habrd una “discontinuidad de segunda especie” en x = a.

D) Puntos x = a “aislados” del dominio (que constituyen por si solos intervalos del dominio del
tipo [a,a] = {a}, los cuales se reducen a ese unico punto y estaran separados de los demas in-
tervalos).

Para estos puntos no tiene sentido el limite de la funcién por su derecha ni el limite de la funcién
por su izquierda, luego tampoco tiene sentido el limite ordinario. Solamente por existir el valor
f(a). la funcidén es continua (ver Seccion 2.4 de esta pagina web, donde se establecio asi), luego
aqui no hay casos de discontinuidad.

e*, si x<0
senx, Sl x =
finito” en el punto x = 0 (punto interior del dominio, que es R, luego corresponde al caso A).

Ejemplo 1: La funcién no elemental y = { o Posee una “discontinuidad de salto

Enefecto, limf(x)= lime*=¢e°=1 y limf(x) = limsenx =sen0 =0
x—0~ x—0~ x—0% x—0%

Aqui f(0) = sen 0 = 0. Por tanto, la funcion es solamente “continua por la derecha” en x = 0.
Pero si hubiésemos dado el valor de la funcion en x = 0 aparte, sin coincidir con el que da sen x,
podria no haber sido continua por la derecha ni continua por la izquierda, o solamente haber sido
“continua por la izquierda” si damos f(0) = e° = 1).

cosx, si0<x<m
In(x—m), sit<x<5

infinita de salto” en el punto x = 7 (punto interior del dominio que es (0, 5], luego corresponde
también al caso A).

Ejemplo 2: La funcién no elemental y = { posee una “discontinuidad

Enefecto, lim f(x) = lim cosx =cost=—-1 y limf(x)= lim In(x —m) = —0
XoT™ x>~ xomt xomt
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Aqui f(m) = cosm = —1. Luego la funcion es solamente “continua por la izquierda” en x = 7.
Ademas, la grafica posee asintota vertical de ecuacion x = .

. ., 1 ET . . . . 9
Ejemplo 3: La funcién elemental y = Ge_z)? Poseeuna discontinuidad infinita pero no de salto
en el punto x = 2 (punto que no pertenece al dominio, pero es extremo derecho de un intervalo
del dominio y también extremo izquierdo de otro intervalo del dominio, ¢l cual es (—o0,2) U
(2, 4+0), luego corresponde al caso B).

En efecto, lim L _= +0 y lim 1 - 400

x—2- (x—2)2 x—2+ (x—2)2

Aqui no hay continuidad por la derecha ni por la izquierda. La grafica posee asintota vertical de
ecuacién x = 2.

2
T (x+3)4
porque se ha dado el valor f(—3) aparte, con lo cual la funcién no viene dada por una sola ecua-

cion), posee una “discontinuidad infinita pero no de salto” en el punto x = —3 (punto interior del
dominio que es R, luego corresponde al caso A).

Ejemplo 4: La funcion no elemental y = (six #—=3) y f(—3) = 2 (no es elemental

2 2

En efecto, Jm [— (x+—3)4] =-c y lm, [_ (x+—3)"'] -

Aqui no hay continuidad por la derecha ni por la izquierda. La grafica posee asintota vertical de
ecuacion x = —3.

Ejemplo 5: La funcién elemental y = ﬁ posee una “discontinuidad infinita de salto” en x =

4 (punto que no pertenece al dominio, que es (—o,4) U (4, +0), luego corresponde nueva-
mente al caso B).

, x m o —
En efecto, xliT—_(x—‘W =Ty x@ﬁ (x—4)3 oo

La grafica posee asintota vertical de ecuacion x = 4.

2
x“=3x+2 . .. .
—; Posee una “discontinuidad evitable” en el punto

x = 1 (que no pertenece al dominio, el cual es (—oo,—1) U (—1,1) U (1, +00)) y posee una
“discontinuidad infinita de salto” en el punto x = —1 (que tampoco pertenece al dominio). Ambos
puntos, x = —1y x = 1, estén en el caso B).

Ejemplo 6: La funcion elemental y =

2
. x2-3x+2 _ (0 . (x=1)-(x—2 . x=2 1 -
En efecto, im—— = (—) = Gy (e2) im— = —- lo cual vale para ambos limi-
x—1 Xx2-1 0 x—1 (x—1)-(x+1) x-o1x+1 2

tes laterales, que son entonces coincidentes; pero no existe f (1), luego hay “discontinuidad evi-

table” enx = 1.

x2-3x+2
x2-1
. . _ ; 2
a cero siendo positivo, ya que al ser x < —1 sera |x| > 1 y entonces x“ > 1). Y tenemos por otro
2
. x?-3x+2 . . . .
lado, lzrrb —m = ® (pues el numerador tiende a 6 y el denominador tiende a cero siendo
xX—— -

negativo, ya que al ser x > —1, podremos suponer que sea también x < 0, con lo cual |x| < 1y

Tenemos ademas, lz’rq = 400 (pues el numerador tiende a 6 y el denominador tiende
x—-—1"
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entonces x% < 1). Por tanto, en x = —1 los limites laterales son infinitos diferentes, luego hay
“discontinuidad infinita de salto”. Por tanto, la grafica posee asintota vertical de ecuacidén x =
=1.

Nota: Obsérvese que podriamos haber definido la funcion anterior afadiendo aparte valores en

los puntos x = 1y x = —1 (con lo cual dejaria de ser elemental). Por ejemplo, podriamos decir
que f(1) =Avy f(—1) = B, con lo cual ¢l dominio de la funcion seria todo R. Ahora bien, si
eligiésemos A = —1/2, la funcidn pasaria a ser continua en x = 1 (por ello, la discontinuidad

que teniamos antes se llama “evitable”), y si diésemos otro valor a A, seguiria habiendo una
“discontinuidad evitable” en el punto x = 1. En cambio, la funcién seguird teniendo una “dis-
continuidad infinita de salto” en el punto x = —1, independientemente del valor que le demos a
B (por ello esta discontinuidad se suele llamar “esencial”, pues no hay forma de cambiarla dando
algun valor a la funcion en el punto donde se presenta). Todas las discontinuidades, salvo las
“evitables”, se pueden llamar “esenciales” por este mismo motivo.

Ejemplo 7: Sea la funcién elemental y = [n x de dominio el intervalo (0, 3). Esta funcion posee
una “discontinuidad infinita” en x = 0 y una “discontinuidad evitable” en x = 3. Ambos puntos,
0 vy 3. estan en el caso C visto al principio, o sea, son extremos de un intervalo del dominio (en
este caso, extremos no pertenecientes del tnico intervalo del dominio).

En efecto, se tiene limlnx=—-0 y limilnx=In3
x—0% x—3~

Aqui los valores f(0) y f(3) no existen, pero si agregasemos el valor f(3) = In 3, tomando
como dominio el intervalo (0, 3], la funcion seria continua en x = 3. (El valor f(0) no podria
agregarse tomando solamente como dominio el intervalo [0, 3] y dejando la misma expresion
y = Inx, pues In(0) no existe; habria que dar aparte el valor f(0) = A, con lo cual la funcion
dejaria de ser elemental, pero seguiria teniendo una “discontinuidad infinita” en x = 0, inde-
pendientemente del valor de A).

En todo caso, la grafica posee asintota vertical de ecuacién x = 0 (el eje OY).

NOTA FINAL: Hemos dicho repetidamente que un limite lateral puede no existir, te-
niendo sentido, segiin como se comporten los valores de la funcién en un intervalo arbi-
trariamente pequefio correspondiente a dicho limite (o sea, de la forma (a,a + &) para
un limite por la derecha en el punto x = a, o bien de la forma (a — &, a) para un limite
por la izquierda en x = a).

Pongamos un solo ejemplo en que esto ocurre (y como éste, hay muchos mas):

Sea la funcion f(x) = sen(1/x) con dominio reducido al intervalo (0, 1), donde 1/x
existe siempre y donde la funcion compuesta sen(1/x) también existe siempre.

Al ser f una funcion elemental, sera continua en su dominio, luego sera continua en todos
los puntos del intervalo (0, 1).

Veamos qué ocurre con el limite por la derecha de esta funcion en el punto x = 0, el
cual tiene perfecto sentido pues existe un intervalo de la forma (0,§) contenido en el
dominio de f (como se establecio en la Seccion 2.4 sobre “Limites y continuidad de fun-
ciones de una variable” para que tuviese sentido ese limite lateral). En este caso, ese in-
tervalo es cualquiera de la forma anterior con 0 < § < 1.
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Pero ;como se comportan los valores de la funcion a medida que se tome x en (0, 1)
y cada vez mas cerca de cero?

Pues observamos que 1/x crecera cada vez mas tendiendo a +o0, con lo cual los valores
de la funcion, al ser f(x) = sen(1/x), oscilardn infinitas veces entre —1 y 1, pasando
por cero infinitas veces (cada vez que 1/x alcance un valor que sea multiplo entero posi-
tivo de m, o sea, m, 2w, 3, etc...); llegando a 1 infinitas veces (cada vez que 1/x alcance
algun valor de la forma /2 + 2km, con k entero positivo o cero), y llegando a —1 in-
finitas veces (cada vez que 1/x alcance algiin valor de la forma 3m /2 + 2km, con k entero
positivo o cero).

Y lo que ocurre en (0, 1) seguira ocurriendo en cualquier intervalo (0,8) por pequefio
que éste sea (quedando excluidos, entonces, muchos de los valores iniciales de 1/x men-
cionados anteriormente para que sen(1/x) valga 0, valga 1 o valga —1; pero seguira ha-
biendo infinitos valores de 1/x que dardn esos valores a la funcién y todos los valores in-
termedios).

De este modo vemos que, cuando x = 0F, los valores de f(x) no se aproximan a un
numero L (pues tendrian que estabilizarse alrededor de L, siendo cada vez mas proximos
a dicho ntimero, y esto no lo hacen por seguir oscilando siempre del mismo modo) y tam-
poco tendrén un limite infinito (pues los valores absolutos de la funcion no superan el
valor 1).

Conclusion: El limite por la derecha de la funcion dada en x = 0 no existe, como con-
secuencia del comportamiento de los valores de la funcion en cualquier intervalo de
la forma (0, d). por pequeiio que sea.

5 Anatael Cabrera de Armas



