PRINCIPALES APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DE UNA VARIABLE

(Prerrequisito: Integrales definidas)

Introduccion

En todo lo que sigue, las funciones que aparezcan en las diferentes integrales, se suponen con-
tinuas en los correspondientes intervalos de integracion: Eso garantiza la existencia de dichas in-
tegrales. También, cuando digamos que una funcidén es mayor o igual que otra en un intervalo,
supondremos que esa relacion la cumplen sus respectivos valores para todos los puntos de dicho
intervalo.

Aplicaciones geométricas importantes:

1) Area de una regién plana limitada por las graficas de las funciones y = f(x) e y = g(x),
asi como por las rectas verticales x = a y x = b (se supone a < b):

A= f; |f(x) — g(x)| dx (unidades de 4rea)

Informacion: El integrando sera f(x) — g(x) donde sea f(x) — g(x) = 0 y el integrando sera
g(x) — f(x) donde sea f(x) — g(x) < 0. Por tanto, si las graficas de las dos funciones se cortan
en puntos intermedios del intervalo [a , b], cambiando el signo de la diferencia f(x) — g(x) en
algln caso, se calcula la integral anterior descomponiendo el intervalo de integracion en dos o
mas subintervalos consecutivos usando las abscisas de los puntos de corte, de modo que tomemos
como integrando en cada uno de los subintervalos la diferencia que sea positiva o cero (f(x) —
g(x) obien g(x) — f(x)). Los valores obtenidos se sumaran.

Caso particular mas conocido: Area de la region limitada por la grafica de la funcién y = f(x),
el eje OX y las rectas verticales x = a y x = b: Basta tomar en la formula dada anteriormente la

funcion g (x) como la funcion cero, obteniéndose A = ffl f(x)—0|dx = f:l f()| dx (unida-
des de area).

Ejemplo 1: Hallar el area limitada por las graficas de y = e* e y = e, entre las rectas verticales
x=—-2yx=2.

A= f_zzlex —e ¥ dx = f_oz(e_x —e*)dx + foz(ex —e ) dx
pues en el intervalo [—2,0] es e > e* y en el intervalo [0,2] es e* = e™, como puede
comprobarse facilmente. El punto de corte de las dos graficas corresponde a x = 0.
Por tanto, A =[—e ¥ —e*]%, + [e* + e ¥ =(—2+e? + e 2) + (e? + e72 - 2), es decir
A=2e?+2e 2 —4=11'048... (unidades de area).

Ejemplo 2: Hallar el 4rea limitada por la grafica de y = x3, el eje OX y las rectas verticales x =
—1lyx=2.

A—fz |x3|dx—f0 (— x3)dx+f2x3 dx
pues en el intervalo [ 1,0]es x3 < 0yenelintervalo [0,2] esx® > 0.

Por tanto, 4 = [— —] [—] =- + 4 = — = 4’25 (unidades de area)

Nota: En muchas ocasiones tenemos funciones x = f(y) y x = g(y), cuyas graficas limitan a
derecha e izquierda una region del plano, la cual queda situada también entre las rectas hori-
zontales y = a (que la limita inferiormente) e y = b (que la limita superiormente), pues se supone
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a < b. Entonces, para obtener su area aplicamos una formula totalmente analoga a la dada ante-
riormente, donde la integral se calcula en la variable y.

Y el caso particular importante ahora es calcular el area de la region limitada por la grafica de
x = f(y).eleje OY (de ecuacion x = 0) y las rectas horizontales y = a e y = b, que viene dada

también por la formula andloga A = ffl f)—0|dy = f:l f(y| dy (unidades de area).

2) Volumen del cuerpo de revolucion obtenido girando 360° alrededor del eje OX una region
plana como la del apartado anterior (se supone a < by que sea 0 < g(x) < f(x), o bien sea
f(x) < g(x) <0, enel intervalo [a , b]; se cumple asi |f(x)| = |g(x)| en [a, b]):

Vox =1 - ff {If 1> = [g(x)]?}dx  (unidades de volumen)

Informacion: La férmula anterior se conoce como “férmula del disco”. El primer cuadrado
siempre debe corresponder a la funcion cuya grafica esté mas lejos del eje OX (en las hipotesis
dadas es la funcion y = f(x), por tener mayor valor absoluto). Ademas, ambas gréficas tienen
que estar al mismo lado de dicho eje, pudiendo llegar a tocarlo (por eso se pide 0 < g(x) < f(x),
con lo cual las dos graficas estaran por encima del eje OX, estando la de y = f(x) mas alejada
de OX, o bien se pide f(x) < g(x) < 0, con las dos graficas por debajo del eje OX, estando
nuevamente la de y = f(x) mas alejada de OX). Cuando las graficasde y = f(x) ey = g(x) se
corten en puntos intermedios del intervalo [a, b], intercambiando sus posiciones pero mante-
niéndose ambas del mismo lado del eje OX, habra que descomponer dicho intervalo en dos o mas
subintervalos consecutivos y aplicar la anterior “férmula del disco” correctamente en cada uno de
estos, de modo que la diferencia de cuadrados sea siempre positiva o cero. Los valores obtenidos
se sumaran.

Ejemplo: Hallar el volumen obtenido al girar 360° alrededor del eje OX la region descrita en el
ejemplo 1 del apartado anterior. Se puede aplicar la formula del disco, pues las graficas de las dos
funciones y = e* ¢ y = e™* quedan a un mismo lado del eje OX (en este caso ambas estan por
encima del eje). Entonces:

0 2
Vox =1+ [ 12 = @) dx+ - | (€9 = )2 dx

-2 0
pues en el intervalo [—2, 0] la grafica més alejada de OX eslade y = e * y en el intervalo [0, 2]

la grafica mas alejada es la de y = e*. Por tanto,

0 —2x12
e~2 2% 2x e—2x

Vox =1 _ZX—T]_2+7T- [ -2 ]0 = (e*+e~*—2) =165'299...

unidades de volumen.

Nota 1: Si las graficas de y = f(x) e y = g(x) no quedan al mismo lado del eje OX, puede
suceder que la region plana que giremos alrededor de dicho eje sea simétrica respecto al mismo
(es el caso en que g(x) = —f(x)) o bien puede que no ocurra esto. En el primer caso, bastaria
girar alrededor de OX la mitad superior o la mitad inferior de la region (tomando como v = g(x)
la funcién y = 0), obteniéndose asi el cuerpo de revolucion completo y por consiguiente su vo-
lumen. En el segundo caso la situacion puede ser mas complicada y no entramos en detalles.

Por ejemplo, para hallar el volumen obtenido girando la region plana limitada por las graficas de
y =Va? —x? ey = —Va? — x? y las rectas verticales x = —a y x = a (con a positivo), que es
el circulo de centro el origen y radio a, simétrico respecto al eje OX, se hallara el volumen ob-
tenido girando la mitad superior, limitada por y = Va? — x2 e y = 0 entre las mismas rectas ver-
ticales, que es:

Vox =T " f_aa [(\/az - xz)z - 02] dx=m" f_aa(a2 —x?)dx = 4”Ta3 (unidades de volumen)

2 Anatael Cabrera de Armas



PRINCIPALES APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DE UNA VARIABLE

que es el volumen de una esfera de radio a (el giro del semicirculo superior nos dara la esfera
completa de igual centro e igual radio).

Nota 2: La situacion analoga para funciones x = f(y) y x = g(¥), siendo 0 < g(y) < f(y¥) o
bien f(y) < g(y) <0, cuyas graficas definen a derecha e izquierda una region del plano,
limitada también por las rectas horizontales y = a (inferiormente) ¢ y = b (superiormente), es
calcular el volumen del cuerpo de revolucion obtenido al girar esa region 360° alrededor del eje
OY. Y la “férmula del disco” es ahora

Voy =1 [ {If0)1? — [g()12} dy (unidades de volumen)

3) Volumen del cuerpo de revolucion obtenido girando 360° alrededor del eje OY una region
plana como la del apartado 1) (se suponea < b < 0,0bien 0 < a < b):

Voy = 21 - ff lx| - |f(x) — g(x)| dx (unidades de volumen)

Informacidn: La férmula anterior se conoce como “férmula del anillo”. Siesa < b < 0, se tendra
[x] = —x. Y sies 0 < a < b, setendra |x| = x. Obsérvese que las rectas verticalesx = ay x =
b tienen que estar al mismo lado del eje OY, pudiendo llegar a coincidir una de ellas con dicho
eje (por eso se pide a < b < 0, estando las dos rectas a la izquierda de OY, o bien debe cumplirse
0 < a < b, quedando ambas rectas a la derecha de OY). Cuando las graficasdey = f(x) ey =
g(x) se corten en puntos intermedios del intervalo [a, b] e intercambien sus posiciones, habra
que descomponer dicho intervalo en dos o mas subintervalos consecutivos tomando en cada uno
la diferencia que sea positiva o cero (entre f(x) — g(x) y g(x) — f(x)), aplicando correctamente
la anterior formula del anillo en cada uno de esos subintervalos. Los valores obtenidos se sumaran.

Ejemplo: Hallar el volumen obtenido al girar alrededor del eje OY la misma region descrita en el
ejemplo 1 del calculo de un area. Aqui tenemos el caso en que las rectas verticales x = =2y x =
2 que limitan la region no estan al mismo lado del eje OY (luego no podremos aplicar la férmula
del anillo directamente). Pero si hacemos el dibujo de la region aludida nos daremos cuenta que
esa region es simétrica respecto al eje OY, de forma que al girarla alrededor de dicho eje, la mitad
izquierda (correspondiente al intervalo [—2, 0]) describe en el espacio el mismo cuerpo de revo-
lucidn que el que describe la mitad derecha (correspondiente al intervalo [0, 2]). Por tanto, bastara
usar una de esas mitades para obtener todo el volumen que queremos (con lo cual usaremos las
rectas verticales x = —2 y x = 0, region a la izquierda del eje OY, o bien usaremos las rectas
verticales x = 0 y x = 2, region a la derecha del eje OY). Recuérdese que se exigea < b <0 o
bien 0 < a < b, con lo cual puede ser b = 0 en la primera situacion y puede ser a = 0 en la
segunda situacion. Asi tenemos:
Voy = 27T-f02 |x| - |eX* — e ™¥| dx obien Vyy = 21" f_oz |x| - |e* — e ™| dx

siendo x| =x y |e*—e *| =e* —e™ en el primer caso, y siendo |x| = —x asi como
le* —e ™| = e™ —e* en el segundo caso. Calculando mediante integracion por partes cual-
quiera de estas integrales se llegaa Vyy = 27 - (e2 + 3e72) = 48'977... (unidades de volumen).

Nota 1: Si la region no hubiese sido simétrica respecto al eje OY, estando limitada por rectas
verticales a distinto lado del eje, el problema seria mas complicado. Tampoco entramos en
detalles.

Nota 2: Para funciones x = f(y) y x = g(y) el giro de la region plana serd de 360° alrededor del
eje OX y las rectas horizontales y = a e y = b deberan estar al mismo lado de dicho eje (se tiene
que cumplir a < b < 0 o bien 0 < a < b, como dijimos anteriormente). Y todo lo demas es
analogo, incluyendo la “formula del anillo”, con variable independiente y en vez de x.
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4) Volumen de un cuerpo en el espacio tridimensional, cuya “seccion” (o region de corte)
por un plano perpendicular a una cierta recta, por un punto x de la misma, tiene un area
conocida S(x). Se supone que x = a 'y x = b marcan las secciones inicial y final del cuerpo, con
a<b:

V= ff S(x) dx (unidades de volumen)

Ejemplo: Hallar el volumen de un cuerpo en el espacio R3 cuya base sea el circulo de centro el
origen y radio q, situado en el plano OXY, y cuyas “secciones” por planos perpendiculares al eje
OX sean cuadrados situados en el semiespacio z = 0 y cuyos lados inferiores coincidan con las
cuerdas determinadas sobre la base por esos cortes.

(Conviene hacerse un croquis del cuerpo, dibujando en perspectiva, con su base en el circulo, un
“techo” formado por los lados superiores de los cuadrados obtenidos al cortar por los planos y
con dos caras laterales simétricas entre si y perpendiculares al plano OXY, formadas por los lados
verticales de los cuadrados obtenidos al cortar por los planos).

Habra cortes desde el plano de ecuacion x = —a (que da un punto, con lo cual el cuadrado es de
lado cero) hasta el plano de ecuacion x = a (que da otro punto), luego la integral tendra esos
limites de integracion: —a y a .

Si llamamos x a la posicion de un corte intermedio entre —a y a, la longitud de la cuerda del cir-
culo de la base que determina dicho corte sera 2 -va? — x? (Teorema de Pitagoras aplicado a
triangulo rectdngulo de hipotenusa a y cateto |x| situado sobre el eje OX). Por tanto, el area del
correspondiente cuadrado serd S(x) = 4 - (a? — x?). (Obsérvese que en los dos extremos del
intervalo de integracion el area es cero y en el corte dado por el plano central, de ecuacion x = 0,
el 4rea es 4a?, pues la cuerda que le corresponde es el didmetro 2a del circulo). Entonces, apli-
cando la formula dada tenemos:

V=f_aa4-(a2—xz)dx=4-[a2x—x3—3]a =8-(a3—a—3)=2a3

—a 3 3
unidades de volumen.

Nota: Hemos pedido que los cortes cuadrados estén en el semiespacio z = 0 y apoyados sobre la
base del cuerpo para facilitar el dibujo del mismo. Pero lo que influye en el calculo del volumen
son los valores de las areas de dichos cortes y las posiciones del corte inicial y del corte final. O
sea que el volumen hubiese resultado el mismo si desplazaramos todos los cuadrados de modo
que sus centros estuviesen sobre el eje OX o todos quedasen en el semiespacio z < 0. Esto ilustra
al famoso Principio de Cavalieri, segun el cual “cuando se cortan dos cuerpos por un haz de planos
paralelos entre dos fijos, si las secciones dadas por cada plano en ambos cuerpos tienen areas
iguales, ambos cuerpos tendran el mismo volumen, sin importar la forma ni la posicion de dichas
secciones obtenidas” (siglo X VII).

5) Longitud del arco de la grafica de la funciéon y = f(x), comprendido entre los puntos de
abscisas x = ay x = b (se supone a < by f(x) con derivada continua en [a , b]):

L= f: 1+ [f'(x)]?dx  (unidades de longitud)

Ejemplo: Hallar la longitud del arco de “catenaria” de ecuacion y = ch x entre los puntos de abs-
cisas 0y 3.

Tenemos que la derivada de ch x es sh x y viceversa; también que la identidad fundamental de
las funciones hiperbolicas es ch?x — sh?x = 1 para todo x real. Por tanto,

L= f03V1 + sh?x dx = f03 chx dx =[shx]} =sh3 = 63_23_3 =10'017...
unidades de longitud.
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Nota: Si el arco correspondiese a la grafica de x = f(y), entre los puntos de ordenadas y = a e
y = b, se aplica la misma féormula quedando la integral en la variable y.

6) Area de la superficie de revolucién obtenida girando 360° alrededor del eje OX un arco
como el del apartado anterior (se supone a < by f(x) con derivada continua en [a , b]):

Apox = 2m - f:lf(x)l -1+ [f'(x)]?dx  (unidades de area)

Informacién: Si f(x) cambia de signo en [a, b], habra que descomponer el intervalo de integra-
cion en dos o mas subintervalos consecutivos, donde en cada uno se mantenga el signo de f(x),
aplicando correctamente la formula anterior en cada subintervalo. Luego se suman los valores
obtenidos.

Ejemplo: Hallar el area de la superficie obtenida girando alrededor del eje OX el arco de la grafica
de y = —2+/x entre los puntos (1, —2) y (4, —4). Sera:
4 1\? 4
Aox =21 [ 2v/x - 1+(ﬁ) dx=4m- [[Vx+1dx
unidades de 4rea. Pues las abscisas de los extremos del arco son 1y 4, siendo ademas —2+/x
siempre negativa, con lo cual su valor absoluto es 2+v/x. Resolviendo la integral se tiene:

3/21%
Aoy = 4 - &] = 2. (V125 - B) = 69'968... (unidades de area)
1

3/2

Nota: Cuando el arco corresponda a la grafica de x = f(y), entre los puntos de ordenadas y = a
ey = b, siendo la rotacién alrededor del eje OY, se obtendra el area de la superficie engendrada
de un modo similar al indicado anteriormente, resolviendo en este caso una integral con y como

variable independiente: Aoy =21+ f;l fO)l -1+ [f'(¥)]? dy (unidades de area)

7) Area de la superficie de revolucién obtenida girando 360° alrededor del eje OY un arco
como el de los dos apartados anteriores (se supone a < b y f(x) con derivada continua en

[a,b]):
Agy = 21 - f: |x| - /14 [f"(x)]?dx  (unidades de 4rea)

Informacion: Si fuese a < b < 0, se tendria |x| = —x (el arco que rotamos estaria a la izquierda
del eje OY). Si fuese 0 < a < b, se tendria |x| = x (el arco que rotamos estaria a la derecha del
eje OY). Y en caso de que el arco corte al eje OY porque sea a < 0 < b pueden suceder varias
situaciones, que se resuelven teniendo en cuenta por separado las dos integrales: Ifq ) (con el
mismo integrando e intervalo de integraciéon [a,0], donde |x| = —x) e I [o,p] (con el mismo
integrando e intervalo de integracion [0, b], donde |x| = x). Las situaciones son basicamente
tres, aunque podrian aparecer mezcladas: 1) Que las dos partes del arco, correspondientes a los
dos subintervalos [a,0] y [0, b], sean simétricas respecto al eje QY, en cuyo caso basta calcular
solo una de las integrales mencionadas, porque las dos partes del arco generan la misma super-
ficie. 2) Que las dos partes del arco no sean simétricas, pero una de ellas genere una superficie
contenida en la que genera la otra, en cuyo caso basta calcular la integral que corresponda a la
superficie mayor. 3) Que las dos partes del arco no sean simétricas y generen superficies dife-
rentes, ninguna contenida en la otra ni siquiera parcialmente, en cuyo caso habra que calcular las
dos integrales mencionadas y sumar sus resultados.
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Ejemplo 1: Hallar el area de la superficie obtenida girando 360° alrededor del eje OY el arco de

la grafica de la funcién y = —vVa? — x2 (a > 0) que va del punto de abscisa x = —a al punto de
abscisa x = 0 (se trata del arco de la circunferencia de centro el origen y radio a, situado en el
tercer cuadrante; por tanto, la superficie que se obtiene es la mitad inferior de la superficie esférica
de igual centro y radio). El célculo sera:

0 z 0 :
Agy =21~ f_a(_x) . /1 + (\/ﬁ) dx = 2m - f_a(—x) . aza-xz dx

pues el arco que rotamos esta a la izquierda del eje OY, con lo cual |x| = —x. Ademas, la derivada

—-2x X . . . .
T s e Resolviendo la integral mediante el cambio

de variable a? —x? =t ,sellegaa Ayy = 2ma? (unidades de 4rea), que es la mitad del area de
la superficie esférica nombrada.

de la funcion dada es f'(x) = —

Ejemplo 2: Si nos pidiesen el area de la superficie obtenida girando 360° alrededor del eje OY el

arco de la grafica de la funcion y = —va? — x? (a > 0) que va del punto x = —a al punto x = a
(arco de circunferencia de centro el origen y radio a, situado en los cuadrantes tercero y cuarto),
al cortar el arco al eje OY en el punto (0,—a) y ser simétricas sus dos partes respecto a dicho
eje, bastara calcular solamente la misma integral anterior correspondiente a la mitad izquierda del
arco, o bien calcular solamente la integral andloga correspondiente a la mitad derecha del arco
(que dara el mismo resultado).

Ejemplo 3: Hallar el area de la superficie obtenida girando 360° alrededor del eje OY el arco de
la gréfica de la funciéon y = x3, entre los puntos x = —1 y x = 2. El arco corta el eje OY en el
punto (0,0), estando situada la parte izquierda de dicho arco en el tercer cuadrante y la parte
derecha en el primer cuadrante. Por tanto, las dos partes del arco no son simétricas respecto al eje
OY. generando superficies diferentes y no quedando una contenida en la otra (la superficie
generada por la parte izquierda del arco queda por debajo del plano obtenido rotando el eje OX
alrededor de OY, y la superficie generada por la parte derecha del arco queda por encima de dicho
plano). Entonces habra que calcular las dos integrales siguientes y sumar sus resultados:

0 2
2m- [ lxl -y 1+ (Bx*)2dx (u.a) y 2m- [ lx]-y1+ (Bx?)?dx (v.a)
y tomando en cuenta que |x| = —x en la primera y |x| = x en la segunda, se tiene:
Aoy = 2m - fo_lx 1+ (Bx?)%2dx+2m- fozx 1+ (3x2)%2 dx (unidades de area)

Las integrales anteriores se calculan del mismo modo porque tienen el mismo integrando: Ha-
cemos en ambas el cambio de variable 3x2 = t, conlo cual 6x dx = dt,osea x dx = dt/6,y

se obtiene 27 - [ % V1 + t? dt (poniéndoles limites de integracion, serd entret =0yt =3 la
primera integral, y entre t = 0 y ¢ = 12 la segunda). Luego hacemos en ambas el nuevo cambio
t =shuconlocualesu = argsht = In(t + V1 + t2) (ver paginas 14 y 15 de la Seccion 4.1),
teniéndose dt = chu du y V1 + sh?u = ch u, para obtener % - [ ch®u du , que es la integral

. ..m elte )2 71 2u —ou . ;- . .,
1nmed1ata§- | ( > ) du = o [(e?" + e~2* + 2) du,, siendo los limites de integracion en-

tre u=0 y u=In(3++10) para la primera integral y entre u = 0 y u = In (12 +V145)
para la segunda.

Los resultados numéricos son m-1°8842 + m -24°6132 = |11 26’4974 unidades de éreal (aproxi-
mando los valores de las dos integrales hasta la cuarta cifra decimal con redondeo).

Nota: Cuando el arco corresponda a la grafica de x = f (), entre los puntos de ordenadas y = a
ey = b, siendo la rotacion alrededor del eje OX, se obtendra el area de la superficie engendrada
de un modo similar al indicado anteriormente, resolviendo en este caso una integral con y como

variable independiente:  Apy = 21 - f;lyl “J1+[f')]?dy (unidades de éarea)
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Aplicaciones importantes en Fisica:

1) Masa de un alambre muy fino que ocupe la posicion de la grafica de y = f(x), entre los
puntos de abscisas x = a 'y x = b, siendo m(x) la densidad lineal (cantidad de masa por unidad
de longitud) en cada punto del alambre (se supone a < b, m(x) = 0y f(x) con derivada continua
en [a,b)):

M= f; m(x) -1+ [f'(x)]?dx (unidades de masa)

Ejemplo: Hallar la masa de un alambre de densidad lineal variable m(x) = |x| (unidades de masa
por unidad de longitud), que ocupa el arco de la graficade y =5 — % -v/x3 entre los puntos de
abscisas x = 3 y x = 8. Sera:

M= f38 |x| ", 1+ (—\/E)Z dx = f38x ‘v1+4+xdx (unidades de masa)

integral que se resuelve aplicando el cambio de variable 1 + x = t , o bien mediante integracion
por partes, resultando M = 1076/15 = 71'733... (unidades de masa).

2) Momento de inercia respecto al eje OX de un alambre muy fino, como el del apartado
anterior, siendo m(x) la densidad lineal en cada punto del alambre (se supone a < b, m(x) = 0
y f(x) con derivada continua en [a , b)):

Iox = f;[f(x)]2 -m(x) -/1+[f'(x)]2dx (unidades de masa) x (unidades de long. )?

Ejemplo: Hallar el momento de inercia respecto al eje OX de un alambre que ocupa el arco de la
grafica de y = %\/F entre los puntos de abscisas x = 0 y x = 3, siendo su densidad lineal

m(x) =1+ x. Sera:

IOX=f( 1+ x- /1+(\/_) dx = 034 3. (1+x) dx

Integral que se resuelve fac11mente resultando Ipy = E = 30’6 (unidades de masa por unidades

de longitud al cuadrado).

3) Momento de inercia respecto al eje OY de un alambre muy fino, como ¢l de los apartados
anteriores, siendo m(x) la densidad lineal en cada punto del alambre (a < b, m(x) = 0y f(x)
con derivada continua en [a, b]):

Ioy = ffxz -m(x) -1+ [f'(x)]2dx  (unidades de masa) x (unidades de long.)?

Ejemplo: Hallar el momento de inercia respecto el eje OY del mismo alambre del ejemplo ante-

rior. Sera:
on—fx “V14x- /1+(\/—) dx—f Z-(1+x) dx
11

Integral que se resuelve facilmente resultando oy = 47 = 29’25 (unidades de masa x unidades
de longitud al cuadrado).

4) El momento de inercia del alambre respecto del origenes: [, = Ipx + [y
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En el caso del alambre puesto como ejemplo en los dos apartados anteriores, se tendra: I, = % +
% = % = 59’85 (unidades de masa x unidades de longitud al cuadrado).

5) Valor medio de una funcion escalar sobre un alambre muy fino. La funcion escalar puede
ser la temperatura t(x) en cada punto del alambre, u otra funcién similar (por ejemplo, la presion
o la densidad lineal). El alambre ocupa la posicion de la grafica de y = f(x), entre los puntos de
abscisas x = ay x = b (se supone a < b , t(x) continua en [a, b] y f(x) con derivada continua
en ese mismo intervalo). Para la funcion temperatura t(x) seria:

J2 eI+ @) dx
[P+ P dx

Temperatura media = (unidades de temperatura)

Analogamente se podria hallar la “presion media” usando la funcién p(x) que dé la presion en
cada punto, o podria hallarse la “densidad lineal media” usando la funciéon m(x) que da la densi-
dad lineal en cada punto. Etc...

Ejemplo: Hallar la densidad lineal media del alambre que hemos tomado como ejemplo en los

apartados 2), 3) y 4), cuya densidad lineal en cada punto es v1 + x (unidades de masa por cada
unidad de longitud). Se tiene:

ViR [1+(Va) dx 3
Jo VIVEIHOR) dx_ fjakndx _15/2 45 _ 14065 (um. /ul)
£ {1+ (Vx)* ax

- f;\/m(ix T 16/3 32
(Nétese que la densidad lineal es minima en el punto de abscisa 0, valiendo 1. Y luego crece a lo
largo del alambre para llegar a su valor maximo en el punto de abscisa 3, donde vale 2. Y la
densidad media ha quedado entre 1 y 2, como debe ser).

Densidad media =

NOTAS IMPORTANTES:

1) Lo que hemos dicho anteriormente sobre aplicaciones en Fisica, donde en todos los casos
hemos supuesto que el alambre ocupa un arco de la graficade y = f(x) entre x = a 'y
x = b, puede aplicarse analogamente al caso en que el alambre ocupe un arco de la gra-
fica de una funcion de la forma x = f(y) entre y = a e y = b, siendo en ese caso la den-
sidad lineal funcion continua de la variable y en [a, b] y f(y) con derivada continua en
dicho intervalo. Pero entonces, la integral analoga (en la variable y) a la que nos daba el
momento de inercia del alambre respecto a OX (apartado 2 anterior) sera ahora la que
nos daré el momento de inercia del mismo alambre respecto a OY. Y viceversa, la integral
analoga (en la variable y) a la que daba el momento de inercia del alambre respecto del
eje OY (apartado 3 anterior) sera la que nos dé el momento de inercia respecto de OX.

2) De igual modo, ya habiamos visto que las aplicaciones geométricas consideradas en los
apartados 1, 2 y 3 pueden usarse de forma analoga cuando las funciones dadas sean de
las formas x = f(y) y x = g(y). En estos casos los ejes de coordenadas cumplen papeles
invertidos: Asi la “férmula del disco” en estos casos se usara cuando rotemos la region
alrededor del eje OY (el eje de rotacion coincide con la variable de integracion), mientras
que la “férmula del anillo” se aplicara en las rotaciones alrededor del eje OX (el eje de
rotacion no coincide con la variable de integracion).

3) Enla Seccidn 4.7 se explica que “un arco de curva plana” viene dado, en general, por un
par de funciones x = f(t) e y = g(t) con el “parametro” t variando en un cierto inte-
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4)

5)

valo [a, b], de forma que ambas funciones tienen que ser continuas en dicho intervalo.
Uno de los extremos del arco es el punto A de coordenadas (f(a), g(a)) y el otro extremo
es el punto B de coordenadas (f(b), g(b)), obteniéndose los demas puntos para los va-
lores intermedios de t en [a , b].

Caso particular: Cuando la primera funcion paramétrica sea x = t, se puede eliminar el
parametro de la segunda funcion, quedando la tinica funcidén y = g(x) que define el mis-
mo arcoentrex =ayx =b.

Otro caso particular: Cuando la segunda funcion paramétrica sea y = t, al eliminar el
parametro de la primera funcidn, queda la tinica funcion x = f(y) que define el mismo
arcoentrey =aey =b.

Pues bien, en la Seccion 4.7 veremos que en las aplicaciones que involucren a un arco de
curva plana (longitud del arco, areas de las superficies obtenidas al girarlo, masa y mo-
mentos de inercia de un alambre con la forma del arco, vistas aqui en los apartados ini-
ciales 5, 6 y 7, asi como en los apartados 1, 2 y 3 de las aplicaciones a la Fisica), se
considera la expresion de “la longitud de un arco infinitesimal” (que son los arcos en que
se descompone el arco principal cuando consideramos particiones del intervalo [a, b]
donde varia el parametro t, cuya cantidad es cada vez mayor y donde todos son cada vez
mas pequefos a medida que el paso h tiende a cero al aproximarnos a la integral). La

expresion mencionada es dl = /[f'(£)]? + [g'(t)]? dt (se suponen f y g derivables con
derivadas continuas), que en el primer caso particular de arco definido por y = g(x) se

convierte en dl =./1+ [g'(x)]? dx y en el segundo caso particular de ar-co definido

por x = f(y) se convierte en dl =./[f'(¥)]? + 1 dy (recordar que en las integrales
respectivas siempre aparecen estas expresiones).

Pero también, en la Seccidn 4.7 se vera que la longitud de un arco definido por x = f(t)
ey =g(t) cont € [a,b], teniendo f y g derivadas continuas en ese intervalo, viene
dada como

L= [ JIFOF +g©®Fdt

(esto viene a ser que “la longitud total del arco dado es la suma de las longitudes de todos
sus arcos infinitesimales™). Y en el apartado 5 de las aplicaciones geométricas mencio-

nadas en este tema habiamos dicho que la longitud del arco era L = ff 1+ [f'(x)]? dx

cuando el arco venia definido por y = f(x) (lo cual concuerda con lo anterior, pues sera
x =t ey = f(t) en forma paramétrica), mientras que en la Nota de ese mismo apartado

dijimos que se usa L = ffw/ [f'(»)]? + 1 dy si el arco viene dado por x = f(y) (que
también concuerda con lo anterior, pues en forma paramétrica sera x = f(t) e y = t).
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