SERIES DE POTENCIAS

(Prerrequisitos: Series numéricas. Formula de Taylor de una variable)

Introduccion

Hemos visto “series numéricas” en la Seccidon 4.7, donde sus “términos” son infinitos nameros
reales que aparecen sumados. Pero podemos considerar también “series de funciones” cuyos

términos sean funciones reales (de una o varias variables).

Asi, en general, “las series de funciones de una variable” son de la forma
Yn=0fn() = fo() + fi(x) + () + - + fr () + -

donde las funciones reales de una variable real que intervienen deben tener un dominio comun
(para que existan valores de x donde todas esas funciones estén definidas).

Asi, para cada valor x = a en dicho dominio comun, se tendra una serie numérica cuyos términos

son los valores en ese punto a de las infinitas funciones de la serie dada. Puede suceder entonces
que dicha serie numérica Y.,— f (@) sea convergente o no lo sea, lo cual dependera del valor a

tomado. Pues bien, se llama “campo de convergencia” de la serie de funciones dada, al subcon-

junto A de su dominio comun que esté formado por los diferentes puntos del mismo para los cua-
les las series numéricas correspondientes resulten convergentes.

O sea, que si x = a esta en el “campo de convergencia” A, la serie numérica Y- fn(a) sera
convergente y tendra un cierto valor S(a), y si X = a no estd en A, la serie numérica anterior no

serd convergente (sera divergente u oscilante), con lo cual el valor S(a) no existira. Logicamente,

al variar a en el “campo A de convergencia” de la serie de funciones dada, se obtendran en general

diferentes valores S(a). pero para cada a habra un solo valor. Por tanto, en dicho “campo A de
convergencia” la serie de funciones estara definiendo una nueva funcién real de variable real

que podemos llamar S(x). Y se puede escribir

S(x) = Y=o fn(x), para todo x perteneciente al campo de convergencia A

Ahora bien, en el caso llamado “series de potencias”, que trataremos en esta Seccion, las fun-
"

ciones dadas como términos de la serie de funciones seran de la forma general [f,(x) = a, - x

o bien, |f,(x) = a,, - (x — h)", siendo en este caso el dominio comun de todas las funciones da-
das el conjunto R de los nimeros reales.

Por tanto, tendremos series de potencias con la forma

Yoo AnX™ = ag + ayx + ayx? + azx3 + -+ apx™ + -

(donde suponemos conocidos los coeficientes reales ay, a4, a,, @z, ..., Q,, .... ), en las cuales
las sumas parciales de la serie son polinomios en la variable x de grados crecientes.

Y otras series de potencias seran de la forma

Yo oan(x —h)"* =ay+a;(x —h)+ ay(x —h)? + az(x — h)3 ...

con h # 0 fijo, donde sus sumas parciales también son polinomios en x, pero ordenados segun

potencias crecientes del binomio (x — h).
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Pues bien, todas estas series se pueden estudiar como “‘series numeéricas” dependientes del pa-

rametro real x. Y se trataran, en general, como “series de términos positivos v negativos”.

Intervalo de convergencia de una serie de potencias

Desde luego, las series del primer tipo dado anteriormente seran siempre convergentes para x =

0 v las del segundo tipo lo seran para x = h, siendo cero el valor de las correspondientes series

numéricas. Y cuando la serie dada sea convergente para algun otro valor de x (distinto de 0 en el

primer caso o distinto de h en el segundo caso), ocurre que su convergencia se dara siempre en

un clerto intervalo centradoen x =0 o x = h (segun el caso) al cual pertenecera ese valor de

x diferente de cero.

Pues bien, a ese intervalo se le llamara “intervalo de convergencia de la serie” (es lo que habiamos
llamado “campo de convergencia” en general para una serie de funciones) y tendra alguna de las
cuatro formas siguientes (—r,+r), [-r,+r), (—r,+7r], [-r,+r] o bien (—o0,+0) para las
series de potencias del primer tipo, o bien, sera (h—7r, h+7r),[h—7r,h+71), (h—71,h +71],
[h —7,h+ 1] o bien (—o0,+00) para las series del segundo tipo. En ambos casos, el nimero

real positivo r se llama “radio de convergencia de la serie” y cuando el intervalo sea (=0, +0)
diremos que el radio de convergencia es infinito. Por Gltimo, cuando la serie sélo converja en x =

0 0 x = h (segln el caso) diremos que el radio de convergencia es cero. Ademas, en todos los

casos restantes se cumple que la convergencia en el interior del intervalo de convergencia es

“convergencia absoluta”. Y cuando el intervalo de convergencia incluya algiin extremo, la
convergencia en el mismo podra ser “absoluta” o ser “condicional” (ver estos conceptos en la

Seccion 4.7 “Series numéricas”, que es fundamental para entender este tema).

En resumen, hay tres posibilidades respectoar :|r = 0,7 > 0 or = +oo|. En el primer caso la

serie solo serd convergente para x = 0 o x = h (caso trivial, de poco interés practico). En el
segundo caso la serie serd convergente en un intervalo acotado de longitud 2r y centrado en x =

0 0 x = h, segun el tipo de serie, siendo “absolutamente convergente”, al menos, en el interior de

dicho intervalo. Y en el tercer caso la serie sera “absolutamente convergente” en todo R.

Lo que interesa en la practica es que el radio de convergencia de una serie de potencias no sea

cero, con lo cual la funcién S(x) definida por la serie tendra como dominio un intervalo de cierta

longitud o sera todo R, incluyendo entonces infinitos puntos. (Recuérdese lo dicho en la intro-
duccion sobre el conjunto A y la funcion S(x)).

El siguiente teorema indica como conocer el valor del radio de convergencia.

TEOREMA 1: Sea la serie de potencias Yo @pX™ 0 Yo @n(x — )™

1) Si el limite, cuando n tiende a +oo, del cociente |a, /a,_;| (o bien, el limite de /|a,| ) es

cero, el radio de convergencia de la serie sera 4.
2) Si alguno de los limites anteriores es L > 0, el radio de convergencia serar = 1/L.

3) Si alguno de los limites anteriores es +o0, el radio de convergencia sera cero.

2 Anatael Cabrera de Armas




SERIES DE POTENCIAS

Nota 1: Recuérdese de la Seccion 3.8 que si existe el limite de |a, /a,_4|, existira el limite de

Y/la,| y ambos seran iguales, pero puede existir el segundo sin que exista el primero. En general,
se recomienda intentar calcular el primer limite pues suele ser mas sencillo y si éste no existe o
es dificil, pasaremos a estudiar el segundo. Sin embargo, cuando |a,, | pueda relacionarse con una

cierta potencia de exponente n, es recomendable buscar directamente el limite de /|a,| .

Nota 2: Sabemos ya que el intervalo de convergencia es todo R si r es +00 y es [0,0] = {0} o
bien es [h, h] = {h} sir es cero. Pero si r es real positivo, no queda claro cudl es el intervalo de

convergencia: Hay 4 posibilidades, pero como minimo serd el intervalo abierto (=7, +r) o bien

el intervalo abierto (h — 1, h + 1), segun la serie de que se trate. Pero ademas, en cada caso, ten-
dremos que estudiar las series numéricas obtenidas para los valores de los dos extremos de ese

intervalo abierto y, segin que éstas series sean convergentes o no, incluiremos o no cada uno de

dichos extremos en el intervalo de convergencia definitivo.

Ejemplo 1: Determinar el intervalo de convergencia de la serie Y.,—; nx™ (en este caso hacemos
variar n desde 1 en adelante pues ay = 0).

El limite de |a,/a,—1| = n/(n — 1) es 1. Por tanto, nos ha resultado r = % = 1| y el intervalo

de convergencia es entonces (—1,1) como minimo. Ademas: En el extremo x = —1 la corres-

pondiente serie de valores es Y.;—1(—1)™ - n, la cual no es convergente ya que lim (—1)" -n =
n—-oo

t o0 (no cumple la condicion necesaria de convergencia). Y en el extremo x = 1 la serie de valores

es Ya—i1M , que tampoco converge por el mismo motivo, pues 111_1)130 n = 4oo. Por tanto, el

intervalo de convergencia de la serie dada es definitivamente (—1,1).

n
Ejemplo 2: Determinar el intervalo de convergencia de la serie Y=, ’;—' (recuérdese que 0! = 1).

El limite de |a,/a,—1] = (n — 1)!/n! = 1/n es cero. Luego resulta Iradio de convergencia +00|

y entonces el intervalo de convergencia sera todo R.

. . . . . n! , .
Ejemplo 3: Determinar el intervalo de convergencia de la serie Y- o x™ (aqui hacemos variar

n desde 1 en adelante pues a,, no existe paran = 0).

En este caso aparece en |a,| una potencia de exponente n, luego buscamos el limite de i/ |a,| =

nfnl  ¥nl ., . ., . .
/n—n =—y recordando que la sucesion V/n! es equivalente a la sucesién n/e, el limite anterior

sera 1/e . Por lo tanto, resulta y el intervalo de convergencia es en principio (—e , e).

n'-

En el extremo x = —e resulta la serie alternada Yp—;(—1)" - . Veamos si cumple la con-

dicidn necesaria de convergencia:

lim (—1)7 - 2e” = lim (~1)"- (/e vamn et NI = = lim(—1)" - V27n = oo
n—oo

n—oo

donde hemos usado la formula de Stirling (sustitucion de la sucesion divergente n! por la sucesion

equivalente (n/e)™ - v/2rrn ) . Por tanto, esta serie no converge. Y en el extremo x = e resulta la
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nl-en

nn

serie Yim—q que tampoco converge pues el limite de su término general, calculado del mismo

modo anterior, sera +oo. Conclusion: El intervalo de convergencia definitivo es (—e , e).

n
Ejemplo 4: Determinar el intervalo de convergencia de la serie Y- (—1)"*1 - ny_f —

n

o 1 : .
El limite de /|a,| = T &8 1/5, ya que V/n tiende a 1 (como %). Luego el radio de con-
vergencia es y entonces el intervalo de convergencia serd como minimo (=5,5). En el

: 1 1 .
extremo x = —5 resulta la serie Ypeq(—1)%"*1 -~ =—Xn=1 -, puesto que 2n + 1 es siempre

impar. O sea, que la serie obtenida es la opuesta de la serie armodnica y por tanto divergente a —oo.
)n+1_

. 1 .
Y en el extremo x = 5 resulta la serie alternada Yo—;(—1 — que cumple las condiciones

del Teorema de Leibniz vy por tanto es convergente, pero no es “absolutamente convergente”

(porque su serie de valores absolutos es la armoénica), sino es “condicionalmente convergente”.
Conclusion: El intervalo de convergencia definitivo es (=5, 5].

(x—=2)"

n2

Ejemplo 5: Determinar el intervalo de convergencia de la serie Y j—; (que es del segundo

tipo dado al principio).

_1\2
(nn21 ) es 1. Luego el radio de convergencia es y por tanto el
intervalo de convergencia sera en principio (2 —1,2 4+ 1) = (1, 3). Enel extremo x = 1 resulta
(="

n2

El limite de |a,,/a,_1| =

la serie alternada Y- , que cumple las condiciones del Teorema de Leibniz y por tanto

. 1 .
es convergente; pero en este caso su serie de valores absolutos, Yn—; —3. 68 también convergente

(por ser la armoénica general con p = 2 > 1); entonces, para x = 1 tenemos una serie “absolu-

. . 1
tamente convergente”. Y en el extremo x = 3 resulta la misma serie Zf{’=1§ que es “absolu-

tamente convergente”. Conclusion: El intervalo de convergencia definitivo es [1, 3].

Vemos ahora qué ocurre cuando derivamos todos los términos de una serie de potencias.

TEOREMA 2: Si la serie de potencias Y,5—o a,x™ define la funcion S(x) en (=7, +7) o en todo
R, la serie de potencias YN ap X" 1 = a; + 2a,x + 3azx% + -+ (que resulta de derivar
todos los términos de la serie dada) tiene el mismo radio de convergencia que la anterior y define
en el mismo intervalo (—r,+7) o en todo R (el que corresponda) la funcidn derivada S’(x).

Lo mismo vale para las series del tipo Yoo an(x —h)™.

O sea, que sies 12 qa,x"™ = S(x)| para todo x en el intervalo (=7 ,7) o en todo R, se tendré:

Erin-ay-x™ ! =5'(x)
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para todo x en el mismo intervalo (—r,r) o en todo R (independientemente de que alguna de
esas dos series pudiese ademas ser convergente en alguno de los extremos de su intervalo de
convergencia, cuando el mismo sea un intervalo acotado). En efecto, puede ser convergente la
primera serie en uno de esos extremos y no ser convergente la segunda serie en ese punto, o al re-

vés, puede la segunda serie ser convergente en uno de los extremos de su intervalo de conver-
gencia sin que sea convergente la primera serie en dicho punto.

Ejemplo: La serie geométrica Y n—o X™ es absolutamente convergente en (—1, 1), ya que para la
misma es a, = 1 siempre, con lo cual el limite de |a, /a,_4| sera 1 y entonces . Ademas,

el valor de dicha serie es la funcion S(x) = e todo ese intervalo (por ser una serie geométrica

n-1 gera absolutamente

de razén x). Con lo cual, en virtud del Teorema anterior, la serie Yp—q n X

. . , . 1
convergente en el mismo intervalo (—1,1) y tendrd como valor la funciéon S'(x) = o &0

n-2

todo ese intervalo. Y del mismo modo, Y.,—,n(n —1) x serd una serie absolutamente con-

vergente en (—1,1) y tendra valor S"'(x) = ﬁ . Etc...

Veamos ahora qué ocurre cuando integramos todos los términos de una serie de potencias.

TEOREMA 3: Si la serie de potencias Y,;—o a,x™ define la funcion S(x) en (—r, +7) o en todo
On_ xn+1
n+1

los términos de la dada) tiene el mismo radio de convergencia que la anterior y define en (=1, 4+1)

o en todo R (el que corresponda) la funcidén antiderivada de S(x) que dé valor cero para x = 0.

R, la serie de potencias Y,;—o = agx + %xz + %x3 + -+ (que resulta de integrar todos

Lo mismo vale para una serie del tipo Yy a,(x —h)™. Y escribiendo la integral de a, como
ao(x — h), resultara la funcion antiderivada de S(x) que dé valor cero para x = h.

O sea, que si 1.2 o a,x™ = S(x)| para todo x en el intervalo (=r,7) o en todo R, se tendra

a 1 _
oo~ x" = F(x))

donde para todo x en el mismo intervalo (=r,7) o en todo R, siendo F(0) =0.Y
analogamente, si Y50 a,(x — h)™ = S(x) en el intervalo (h —r,h + 1) o en todo R, se tendra
Y o~ (x — h)"*1 = F(x), donde F'(x) = S(x) en el mismo intervalo, siendo F(h) = 0. Y

n+1
esto, independientemente de que alguna de estas dos series pudiese ser convergente ademas en

aleuno de los extremos de su intervalo de convergencia (cuando el mismo sea un intervalo

acotado).

. 1 . . o .
Ejemplo: Sabemos que Y y—ox™ = ——; enelintervalo (—1,1) por ser serie geométrica de razén

n+1
x, luego Zf{;o’;? sera la antiderivada o la integral indefinida de i en (—1,1), que valga
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xn+1

1 .
ceroenx = 0. Entonces, como IE dx = —In|1 — x| + K paratodo x # 1, laserie Z;‘{’zom

valdra F(x) = —In(1 — x) en el intervalo (—1,1). (Se ha quitado el valor absoluto de 1 — x,
pues es positivo en ese intervalo y hemos tomamos K = 0 pues asi F(0) = 0).

Y, de un modo analogo, si tomamos la serie Y y—o(—x)™ que vale ﬁ en el intervalo (—1,1)

. y , , . X"t ,
(por ser serie geométrica de razon - x), se tendra que la serie Y, o(—1)" - — valdrd F(x) =

In(1 + x) enelintervalo (—1,1). (No hemos puesto el valor absoluto a 1 + x, pues esa expresion
es positiva en el intervalo (—1,1) y hemos tomado la constante de integracion cero pues asi
F(0) = 0).

2 3 4
y1.. . x X X . . , .
Nota : Esta tltima serie x — - + T "7 + -+ es muy importante y se llama “serie logaritmica”,

porque define la funcion In(1 + x) en el intervalo (—1, 1) e incluso en el extremo x = 1 de dicho
intervalo, como establece mas adelante el Teorema de las pag. 8.

Entonces, hemos visto que cuando derivemos término a término o integremos término a término
una serie de potencias, el intervalo abierto de convergencia absoluta no se altera, pero puede
suceder que haya también convergencia (absoluta o condicional) en algin extremo de dicho
intervalo para la nueva serie obtenida. no habiendo quizas convergencia para la serie original en
ese mismo extremo. O bien, puede que no haya convergencia en algin extremo del intervalo de
convergencia para la nueva serie, siendo la serie inicial convergente en dicho punto.

Por ejemplo, hemos visto que la serie obtenida por integracién término a término a partir de

xn+1
S o(—0)" s Leo(—D" A
intervalo abierto de convergencia de ambas que es (—1,1). Sin embargo, la primera no converge
enx = —1nienx =1 (en el primer caso resulta 1 + 1 4+ 1 4+ --- que es divergente a 400 y en el
segundo caso resulta la serie oscilante 1 —1+4+ 1 — 1+ ---). En cambio, la segunda serie no

. La primera vale ﬁ y la segunda vale In(1 + x) en el

1 . 1.
converge en x = —1 (resulta Yo o(—1)2"+1 —7 quees iguala — Yy 7 divergente a —0),

. . 1 :
pero si converge para x = 1 (resulta la serie alternada Y ;- o(—1)" - — »que cumple las condi-

ciones del Teorema de Leibniz).

Resumiendo: Se puede operar con las series de potencias que tengan intervalos de convergencia
no reducidos a un solo punto (multiplicindolas por una constante, sumandolas término a término,
restandolas término a término o multiplicandolas entre si como explicamos en la Seccidén 4.7 (se

llama “producto de Cauchy de series”); también derivandolas término a término o integrandolas

término a término). Por supuesto, esto podra hacerse solamente en la parte comun de sus inter-
valos abiertos de convergencia (si esta interseccidn no es vacia).

Series de MacLaurin y de Taylor

Supongamos que una serie de potencias tenga sumas parciales sucesivas iguales a los polinomios
de MacLaurin o de Taylor de 6rdenes crecientes que correspondan a una cierta funcion f(x) (la
cual necesariamente tendrd que ser derivable infinitas veces en el punto x = 0 o bien x = h, al
que se refieran los polinomios). O sea, supongamos que la serie tenga la forma
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f(0)+f(0)x+f (0)x2+f (0) 34 +f (0) X" .
1! 2! 3!

o bien que tenga la forma
F+ED G- ) + 0 = 17+ TR =0 et D =y

siendo f(x) una funcién que posea infinitas derivadas en x = 0 (en el caso anterior) o en x = h
(en este ultimo caso).

Observamos que la suma parcial que incluye a los cuatro primeros términos de la primera serie
es “el polinomio de MacLaurin de orden 3” de la funcion f(x):

f! (0) 0 '
P3(0) = f(0) + 7 x + 2% + =
y al agregar un término mas tendremos “el polinomio de MacLaurin de orden 4”, etc... Y, analo-
gamente ocurre que las sumas parciales sucesivas de la segunda serie son “los polinomios de
Taylor” correspondientes a f(x) en el punto x = h.

Supongamos ahora que una serie como las mencionadas anteriormente tenga radio de conver-
gencia distinto de cero, con lo cual definird una funcién S(x) en su intervalo de convergencia

(acotado o no acotado, pero no reducido a un solo punto). La pregunta fundamental ahora es la
siguiente: ;Se podra decir que S(x) = f(x) para todo x del intervalo de convergencia? La
respuesta es no, en general. Pero para muchas funciones sucede que los valores de la serie y los

valores de dicha funcidn si coinciden en todo el intervalo de convergencia o en un subintervalo [
del mismo. En esos casos diremos que la serie dada es “el desarrollo en serie de MacLaurin” o

“en serie de Taylor” (segun el caso) de la funcion f(x) en el intervalo I.

En general, sabemos que si f(x) es derivable infinitas veces en x = 0 (o en x = h), podemos
escribir |[f(x) = P,(x) + R,(x) para todo n, donde B,(x) es el polinomio de MacLaurin de
orden n para f(x) (o el de Taylor de igual orden en x = h) y donde R, (x) es el resto de Mac-

Laurin de orden n para f(x) (o el de Taylor de igual orden en x = h). Pero, al hacer crecer n, el
polinomio P, (x) tendera a la funcidén S(x) en el intervalo de convergencia, pues dicho polinomio
es una suma parcial de la serie. Por tanto,

lsolamente serd £ (x) = S(x) cuando el limite de R,,(x) sea cero al tender n a infinito|

lo cual dependera de los valores de x en el intervalo de convergencia.

Ejemplo: El desarrollo de MacLaurin de orden n de la funcién f(x) = e*, con resto en la forma
C., xn+1

e

, donde c es un cierto valor intermedio

de Lagrange, es e* 1+ + + -+ '+

n! (n+1)!

entre 0 v x (dependiente de x y de n). (Ver Seccion 3.7 “Férmula de Taylor™).

2 n
Por otro lado, la serie de potencias 1 + 24l 44 cumple que sus sumas parciales
1 2! n!

sucesivas coinciden con los polinomios de MacLaurin de 6rdenes crecientes de f(x) = e*, y tiene
radio de convergencia 40, luego su intervalo de convergencia es R (ver ejemplo 2 de la pag. 3).

7 Anatael Cabrera de Armas



SERIES DE POTENCIAS

(Podra decirse entonces que el valor de la serie anterior coincide con la funcioén e* para todo x
real? En este caso la respuesta es si, pues el resto de MacLaurin de orden n tiene limite cero

cuando n — oo, para cualquier X real.

C ., n+1

En efecto, R, (x) = £

——— vy para demostrar que tiene limite cero cuando n — oo, bastara ver
(n+1)!

€C' |x|n+1

que tiende a cero su valor absoluto, que es D

a) Si |x| < 1 el numerador de la altima expresion tiende a cero cuando n — o, pues ¢l factor e€

(aunque sea variable con n) esta acotado entre 0y e!*! (que es fijo para cada x tomado) y el factor
|x|™*? tiende a cero; ademas el denominador tiende a +oo, luego | R, (%) tiende a cer0|.

b) Si |x| = 1 queda en el numerador solamente e€, que permanece acotado como hemos dicho, y
el denominador tiende a +o0, luego | R, (%) tiende a cero|.

¢) Si |x| > 1 el numerador tiende siempre a 400, pues el factor e€ es fijo y diferente de cero para
cada x elegido, mientras que |x|™*? tiende a +00; ademas el denominador tiende también a +oo,

pero el infinito [x[™*? es “de menor orden” que el infinito (n + 1)!, por grande que sea |x|. Por

tanto, [R,, (x) tiende a cero|.

Nota: No haremos mas demostraciones como las de este ejemplo en lo sucesivo, pues vemos que
pueden tener dificultad.

El siguiente Teorema incluye un conjunto de resultados notables, relativos a desarrollos en serie
de MacLaurin de funciones muy importantes (de uso muy frecuente). La demostracion de cada

uno de esos resultados, como en el caso del ejemplo anterior, pasa por ver que los correspon-

dientes restos de MacLaurin de orden n tienen limite cero cuando n — oo, siendo x cualquier va-

lor del correspondiente “intervalo de validez” sefialado en el Teorema.

TEOREMA: Se tienen los siguientes desarrollos en serie de MacLaurin de las funciones indicadas

x , x%  x3 x™ -
e*=1+-+—++-+—+- (vlido en todo R)

senx = % - ’;—T + J;—T - J;—T ++(=1D" (’2672:;1)! + .-+ (valido en todo R)
cosx =1 —’;—T+x—? —§+ e (=D -%+ -+ (vélido en todo R)
n(1+x) =22 4X Ty (D" T (vilido en (—1,1])
shx =%+Z—?+:—T+ et (JZC::)! + .-+ (valido en todo R)

xZTl

(2n)!

x?  x*  x® (1
chx=1+—+—+—+ -+ + -+ (vélido en todo R)
20 0 4l el

@+ =)+ ()x+ ()2 +(3)xP+ -+ () 2"+ (vilidoen (—1,1)
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1 3,3 5, 15 - 105 g 1-3-5-.-(2n—-1) x?"*1
arcsenx =x+-x"+—x>+_—x"+—x"+-+ :
6 40 336 3456 2:4-6-.-(2n) 2n+1

(valido en [—1,1]) (el término general vale paran > 1)

T 1 3 3 g 15 - 105 g 1-3-5-.-(2n-1) x2"+1
arccosx =-—x—=-x>——x> ——x' ———x .
2 6 40 336 3456 2:4:-6-.-(2n) 2n+1

(valido en [—1,1]) (el término general vale paran > 1)

. x3 x5 x7 x9 n +1
arctgx =x——+-——+7 +(—1)

xzn
2n+1

+ .-+ (validoen [-1,1])

o (a—-1): (a=2)..: (a—n+1) sin = 1ycomo
n

el valor 1 si n = 0. O sea: (g)=1;(?)=a;(g)=$;(g)=w«+y(a_z);eto...

(donde o es un namero real cualquiera diferente de cero; si es entero positivo, la serie se reduce

a .,
Nota: Entendemos el simbolo (n) como la expresion

al desarrollo del binomio de Newton correspondiente, pues los coeficientes anteriores son todos
cero desde uno en adelante).

Observacién general: Los desarrollos de las funciones impares solamente incluyen potencias im-

pares de x (ejemplos: los de sen x , sh x , arc sen x y arc tg x) y los desarrollos de las funciones

pares solo incluyen potencias pares de x (ejemplos: los de cos x y ch x). Cuando veamos en el

desarrollo potencias pares ¢ impares de x, la funcion no sera par ni impar (ejemplos: los de e*,
In(1+x),(1+x)*yarccosx).

Nota: Estos desarrollos en serie son el fundamento de los valores que dan las calculadoras y los
ordenadores para las funciones correspondientes en entornos del origen de coordenadas, tomando
en cada caso sumas parciales suficientemente grandes de la serie, para que los errores cometidos
sean muy bajos y permitan asegurar las cifras decimales que se den en pantalla.

Ejemplo 1: El comienzo del desarrollo en serie de MacLaurin de la funcion v1 + x es

_ 1/2 111, _1,2,.3,3_ 15,4, .
Vi+x=(1+x) 1+2x G X T X Tt

valido en (—1,1). Para obtenerlo se ha usado el desarrollo de (1 + x)* para a = 1/2, con lo

o\ _ (1/2)-(-1/2) _ 1 [\ _ (1/2):(-1/2):(-3/2) _ 3
cual (2) - 2 - g (3) - 6 T 48
El desarrollo anterior permite calcular valores aproximados de raices cuadradas de todos los nu-

; etc...

meros comprendidos entre 0 y 2, pues x debe cumplir —1 < x < 1. Asi, por ejemplo, para cal-
cular V0’8 tomariamos x = —0'2 y tenemos V0’8 = 1 + % (-0'2) — %- (—=0'2)%? + ---. Toman-

do solamente los tres primeros términos de la serie, se obtiene la aproximacion V0’8 = 0’895,

siendo 0°89442... el valor exacto de V0’8 (calculadora), es decir que ya hemos obtenido dos cifras
decimales exactas en esta aproximacion.

. . 1 1
De igual modo, para obtener V1’5 tomaremos x = 0’5y se tiene V1'5 = 1 + > 0'5— 3 0'52 +
e 0’53 — .. y tomando otra vez los tres primeros términos indicados se obtiene la aproximacion

V1'5 = 121875, siendo el valor exacto V1'5 = 1’22474 ... (calculadora). Y si sumamos un
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término mas de la serie se obtiene V1'5 = 1'2265625, donde ya coinciden las dos primeras cifras
decimales con las del valor exacto.

Nota 1: La serie de MacLaurin obtenida en este caso es también convergente para el valor x = 1,

por resultar el nimero 1 mas una serie alternada que cumple las condiciones del Teorema de Leib-
niz. Y se demuestra que el correspondiente resto de orden n tiende a cero cuando n — . Por

tanto, se tiene: V2 =1+ 113 B , que sirve para calcular el valor de v/2 con la

exactitud que queramos, sumando suficientes términos de la serie alternada que comienza en 1/2.

Nota 2: En el Teorema precedente se ha establecido que el desarrollo de (1 + x)% es valido en
(—1,1), lo cual vale para cualquier a; pero al elegir un a particular, como en este ejemplo, puede

ocurrir que el intervalo de convergencia incluya ademas alguno de sus extremos (en este caso pu-
dimos incluir el extremo derecho).

Ejemplo 2: El comienzo del desarrollo en serie de MacLaurin de la funcién 1/(1 + x2) es
A+x)rT=1—-x*+x*—x+--

valido en (—1,1), donde hemos usado el desarrollo de (1 + x)* para o = —1 y luego se ha
sustituido x por x2 (si |x| < 1 también serd |x?| < 1). Obsérvese que ha resultado una serie
geométrica de razéon —x? (que tiene valor absoluto menor que 1); por tanto, dicha serie sera
convergente y sabemos que su valor es efectivamente 1/(1 + x2).

Ejemplo 3: Obsérvese ahora que 1/(1 + x?2) es la derivada de la funcion arc tg x , luego si
integramos término a término la serie anterior, se obtiene el desarrollo de MacLaurin de la fun-
cién arc tg x , por tratarse de la primitiva de 1/(1 + x?) que se anula para x = 0. (Recuérdese
el Teorema 3 de la pag. 5). Entonces tenemos:

3 xS x7

X
arctgx =x——+———+--

valida al menos en el intervalo (—1,1) segin dicho Teorema. Pero también se pueden incluir
ambos extremos del intervalo, pues la serie converge en esos puntos al resultar alternada y cumplir
las condiciones del Teorema de Leibniz (y ademas se demuestra que los correspondientes restos
de MacLaurin de orden n tienden a cero cuando n = ). Asi que el intervalo de validez del desa-
rrollo de la funcion arc tg x es [—1, 1] como se indico en el ultimo Teorema dado.

0'3% 0’35 0’37

Asisera arctg 0'3 =03 — -t 5t Al ser esta serie alternada cumpliendo las

condiciones del Teorema de Leibniz, para obtener una aproximacion con error menor que 0’001,
bastara sumar los términos iniciales hasta encontrar un primer término cuyo valor absoluto sea
menor o igual que 0’001, que no incluiremos en la suma parcial. Se tiene 0'3°/5 = 0000486,
que es menor que 0°001. Por tanto, para obtener una aproximacion con error menor que 0°001 (2
cifras decimales exactas y la tercera exacta o quiza alterada en una unidad), debemos efectuar la
suma parcial de los dos primeros términos solamente, que es 0’3 — 0’33 /3 = 0'291. Pues bien,
la calculadora nos da 0'291456... como valor exacto de arc tg 0’3, lo cual nos permite ver que
las tres cifras decimales del valor aproximado obtenido anteriormente son correctas; ademas, al
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ser negativo el ultimo término sumado, la aproximacion obtenida sera por defecto (y vemos que
lo es).

. . T 1 1 . .
También para x = 1 se obtiene % =1--+-——+ -, seric alternada que cumple las condi-

ciones del Teorema de Leibniz y por tanto nos permitira calcular el valor de 1t/4 con toda la exac-
titud que queramos (y al tener /4 tendremos 7).

Ejemplo 4: El comienzo del desarrollo en serie de MacLaurin de la funcion 1/v1 + x es

o1 43,2 15,3105 4 0 vl _
= 1 SX Xt =X+ (valido en (—1,1))
para lo cual se ha usado el desarrollo de (1 + x)® cona = —1/2.

Si ahora sustituimos en el desarrollo anterior x por —x? (si |x| < 1 es también |—x?| < 1), resulta

el desarrollo en serie de la funcion 1/V1 — x? , que es la derivada de arc sen x :

_ 15 156 105 8 4 .. (vali _
2—1+2x + + X+ X (validoen (—1,1))

Entonces, integrando término a término el desarrollo anterior, resulta el desarrollo de MacLaurin

de arc sen x, por tratarse de la antiderivada de 1/v1 — x? que se anula en x = 0. (Recuérdese
el Teorema 3 de la pag. 5):

x% + -4 (validoen (—1,1))

3 7 105
arc sen x = x+ x + x +_2% +_24'§6

Nota: Se demuestra que el intervalo de validez de este desarrollo incluye también ambos extre-
mos, como se indico en el tltimo Teorema dado.

Ejemplo 5: Podemos también encontrar el desarrollo de la funcioén arc cos x integrando término

a término la serie de MacLaurin de la funcion — 1/v'1 — x? , teniendo en cuenta que el valor del
arco cosenoenx = 0 es /2 .

En el ejemplo anterior vimos que =1+ %xz + Z +% 12 6 + 32 1958 4.

1
V1-x2
Por tanto, cambiando todo de signo e integrando término a término, resultara la antiderivada de
—1/v1 — x? que se hace cero para x = 0, la cual es arc cos x — % (aplicando otra vez el Teore-

ma 3 de la pag. 5). Asi

s 1 3 3 5 15 7
arccosx ——=—x—-x°> ——x> ——x’ —
2 6 40 336
. T 1 3 15 o
Conclusion: |arc cosx = X — Ex3 - Exs - ﬁ’ﬂ — | (validoen (—1,1))

Nota: También se demuestra que el intervalo de validez de este desarrollo incluye ambos extre-
mos, como se indico en el altimo Teorema dado.

OTROS EJEMPLOS DE OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS:
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Ejemplo 1: Operando con los desarrollos en serie de MacLaurin dados, comprobar la identidad

chx = %(ex + e™*), para todo x real.

2 3
En efecto, tenemos e* =1 +%+%+z—l+ ey e =1 — X4+ X 4 ... ambos validos

ex -X

2 4 2
para todo x € R, con lo cual e* +e™ = 2+2§—|+2%+-~ y entonces = 1+%+

4
i—, + -+, pero este ultimo desarrollo es el de la funciéon ch x , valido para todo x € R. En con-

eX+e™%
2

clusion: = ch x|, para todo x € R.

Ejemplo 2: Del mismo modo comprobar la identidad sen 2x = 2-sen x - cos x , para todo X
real.

3

x 5 2 x4
Tenemos senx = x — - +

X X yqe
oY cosx = 1- Sta , vélidos para todo x real, con

lo cual haciendo el producto de Cauchy de ambas series resulta:

3 3 5 5 5
X X X X X 2 2
senx-cosx=x+(————)+(—+—+—)+---=x——x3+—x5—-~
2 6 24 12 120 3 15
. 4 3 4 5 e
que al multiplicar por 2 nos da 2-senx-cosx=2x—§x +tox — -+, valido para todo x

real.
Por otro lado, el desarrollo de sen 2x se obtendra del desarrollo de sen x sustituyendo x por 2x

3 5
Gx @—---=2x—ix3+ix5—---,Vélidoparatodoxe]R.
6 120 3 15

sen 2x = 2x —

Y se comprueba que ambos desarrollos coinciden. En conclusion: 2 - sen x - cos x = sen 2x]

Ejemplo 3: Podemos también comprobar la identidad cos?x + sen?x = 1, para todo x real.

x4

Z_

X

2 6
Multiplicamos por si misma la serie cosx =1 — % + P (producto de Cauchy) resul-

tando

2 2 4 4 4 6 6 8 8 8
costr=14 (D) (D4 (L oy (2
2 2 24 4 24 40320 1440 576

X

8 x8 1
+ )+~~-=1—x2+§x4——x6+—x8—-~-

1440 = 40320 45 315
1. , . . x3 x5 x .
Y multiplicamos por si misma la serie sen x = x — FTIRITI S obteniendo

6

4 6 6 8 8 8 8
2 2 X X X X X X X X X
sen“x = x +(————)+(—+—+—)+(——————— )+“'_—
6 6 120 36 120 5040 720 720 5040

2_1,4, 2 6__1 38
X4 —=x —x° ——x°+ -
3 T 55 Tt
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Todo lo anterior es valido para cualquier x € R. Entonces, sumando ambos desarrollos resulta
claramente cos?x + sen?x = 1, para todo x € R. De donde resulta la identidad.

Ejemplo 4: Comprobar la identidad arc sen x + arc cosx = n/2 ,paratodox € [—-1,1].

Basta sumar los desarrollos de las funciones arc sen x y arc cos x. Obsérvese que en el desa-
rrollo de arc cos x empieza en /2 e incluye a continuacion todos los términos del desarrollo
de arc sen x cambiados de signo, luego la suma de las dos series da inicamente /2, lo cual es
valido para todo x € [—1, 1] (dominio de las dos funciones). De aqui resulta la identidad.

Ademas, se pueden comprobar facilmente, usando los respectivos desarrollos en serie de Mac-
Laurin y aplicando el Teorema 2 de la pag. 4, que para todo x € R se tiene lo siguiente: La

derivada de e* es e*; la derivada de sen x es cos x; la derivada de cos x es —sen x; la derivada
de shx es chx, y la derivada de ch x es shx. Y ambién se comprueba que la derivada de
In(1+x)es(1+x)!paratodox € (—1,1).

Finalmente, en virtud del Teorema 3 de la pag. 5, cuando no se conozca la integral indefinida de
una funcién f(x) pero si se conozca el desarrollo en serie de potencias de dicha funcidn (con
radio de convergencia no nulo), puede obtenerse el resultado de la integral desconocida
integrando término a término la serie de f(x) v sumandole una constante de integracion.

Por ejemplo, una integral que no admite solucién como funcién elemental sabemos que es la de
2.

e*’. Pero del desarrollo de e* podemos obtener el de e*’ sustituyendo x por x

2 4 6 2n
e =1+ 4+ 4+ 4.4+ Z 4 ... (valido en todo R).
23 n!

con lo cual:

x7 x

fede=K+x+t i g2 g X0
- 31! ' 521 73] (2n+1)n!

2n+1

+ --- (valido en todo R)

donde K representa el valor de cada primitiva en x = 0.
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