CALCULO DE LIMITES NO INDETERMINADOS DE FUNCIONES
ELEMENTALES DE DOS VARIABLES

(Prerrequisito: Limites y continuidad con dos y tres variables)

Introduccion

Se trata de explicar las razones matematicas que fundamentan el calculo de ciertos limites de
“funciones elementales” de dos variables (recuérdese la definicion de “funcion elemental”). De
un modo analogo puede procederse con funciones de tres variables. Se trata de limites que no son
indeterminados, pero tampoco de respuesta inmediata.

Asi, en los ejemplos que siguen se tratara siempre de algun limite de cierta “funcion elemental”,

en un determinado punto que no pertenece a su dominio (con lo cual el limite no resulta
inmediatamente de la continuidad de la funcion en ese punto).

Normalmente, el razonamiento se basard en la continuidad de otras “funciones elementales”,
quiza en alguna propiedad de las “funciones basicas” (que deben conocerse; ver Seccion 2.5), y
ademas en la aplicacidén de algunas reglas del “algebra de limites” (se han dado los teoremas
correspondientes para funciones de una variable en la Seccion 2.4, los cuales siguen siendo
validos para funciones de varias variables, como dijimos en la seccion 5.2).

No se trata de una aplicacion automatica de reglas aprendidas, que pueden ser correctas, pero que
normalmente no se acompafan de una explicacion. Se trata, justamente, de aprender a explicar en
forma sencilla el porqué de esas reglas. Importan més las explicaciones del calculo que el propio
calculo, que es sencillo.

Ejemplos

EJEMPLO 1: Hallar el limite de la funcion f(x,y) cuando (x,y) tiende a (—2 , 1), explicando
las razones que lo justifican y precisando el signo del resultado final si es posible, donde

In[(x+2)%+(y—-1)*]

xX+y
arc sen e

fxy) =

Respuesta: Inicialmente, vemos que la funcion dada es “elemental” (esté en forma explicita, tiene
una sola expresion y resulta de operar con “funciones basicas”) y no esta definida en el punto
dado (-2, 1), porque en ese punto se anula la expresion que estd en el corchete del numerador y
sabemos que [n 0 no existe.

Por tanto, el limite pedido no es de respuesta inmediata. Si el punto (—2 , 1) hubiese estado en el
dominio de la funcion dada, el limite seria f(—2,1), porque al ser f “funcion elemental” seria
continua en todo su dominio y entonces lo seria en el punto mencionado, con lo cual el limite
coincidiria con el valor de la funciéon en dicho punto.

Analicemos entonces, separadamente, qué ocurre con el numerador v con el denominador de la
funcién dada:

La expresion (x + 2)2 4+ (y — 1)* corresponde a una “funcién elemental” que vale cero en el
punto (—2,1). Luego su limite sera cero, cuando (x, y) tiende a dicho punto (por continuidad en
el mismo). Pero, ademas, dicha funcidén se mantiene positiva porque si (x,y) tiende a (—2,1)
sera (x,y) # (—2,1). Por tanto, la funcién In[ (x + 2)% + (y — 1)*] tendra limite —oo, cuando
(x,y) tiende al punto (-2 , 1) (por propiedad muy importante de la “funcion basica” y = Inx ,
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que tiende a —oo cuando x tiende a cero por la derecha). Entonces ya sabemos qué le ocurre al
numerador de la funciéon dada.

. .y X+
Por otro lado, el denominador de f es la “funcion elemental” arc sen (Ty)’ cuyo valor en el

1 . ;o .
punto (—2,1) es arc sen (— 5) = —% . Por tanto, ese sera su limite cuando (x,y) tiende a

(—2,1) (por continuidad en dicho punto). Entonces también sabemos qué le ocurre al denomi-
nador de la funcién dada.

Finalmente, por un teorema del “algebra de limites”, si el numerador de f tiende a —oo y su
denominador tiende a —m /6, el limite del cociente sera +oo (el cociente sera positivo, pues tanto
el numerador como el denominador se mantendran negativos).

Conclusién: [El limite de la funcion dada es +0d . (Obsérvese que este limite es de un cociente
que no esta en la indeterminacion 0/0 ni en la indeterminacion oo /o).

Comentario: Hay personas que escriben solamente
In[(x+2)?+(y-1)*] -
lim =—F=+
(x,y)-(-2,1) arc sen(%) -z

6

sin justificar los limites del numerador y del denominador, y ademas operando con o como si
fuese un niimero, lo cual es incorrecto. (En Bachillerato se suele permitir esto, pero en la Uni-
versidad se pide explicar: Es el objetivo de estos ejercicios).

EJEMPLO 2: El mismo enunciado del EJEMPLO 1, pero con la funcion

_ log(2x+8y+6)
f(x, y) T 1+ 322+ (y-1)*

Respuesta: Inicialmente, vemos que la funcién dada es “elemental” y no esta definida en el punto
(-2, 1), porque en ese punto se anula el denominador de f (da —1 + 3% = 0).

Por tanto, el limite no es de respuesta inmediata (no podemos utilizar la continuidad de la “funcién
elemental” f en el punto dado, en cuyo caso el limite seria f(—2,1)).

Analicemos entonces, separadamente, qué ocurre con el numerador v con el denominador de la
funcién dada:

El numerador es la “funcion elemental” log(2x + 8y + 6), cuyo valor en el punto (—2,1) es
log 10 = 1 (log representa logaritmo decimal, no logaritmo neperiano). Por tanto, su limite sera
1 cuando (x, y) tiende a (—2, 1), como consecuencia de la continuidad en dicho punto. Entonces
ya sabemos qué le ocurre al numerador de la funcién dada.

Por otro lado, el denominador de f es la “funcion elemental” —1 + 3+’ +(-1* , cuyo valor
en (—2,1) es cero. Y, por razonamiento analogo al anterior, su limite sera cero cuando (x,y)
tiende a (—2,1). Entonces también sabemos qué le ocurre al denominador de la funcién dada.

Finalmente, por un teorema del “algebra de limites”, si el numerador de f tiende a 1 y su deno-
minador tiende a cero, el limite del cociente sera infinito. Falta saber si es 400, si es — 0 si es
too. Para ello habra que analizar el signo de f(x,y) cuando el punto variable (x,y) esté sufi-
cientemente cerca de (—2, 1), sin coincidir con este punto:

a) Esta claro que el numerador de f sera positivo, porque tiende a 1.
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b) Pero el limite del denominador de f es cero, lo cual no permite asegurar su signo. Sin

. 2 —1)4 , .
embargo, vemos que el valor de la potencia 3**2)*+(=1D" gerg siempre mayor que 1, ya
que el exponente se mantendrd positivo y la funcion exponencial de base 3 es estric-
tamente creciente. Por tanto, el denominador serd también positivo.

Conclusion: |El limite de la funcion dada es +00| . (Este ejemplo tampoco ha sido un limite del
tipo 0/0 ni del tipo co/c0).

Comentario: Hay personas que escriben solamente
log(2x+8y+6) 1
—_— — - = o0
(e y)=>(=2,1) 3(x+2)2+(y'7—1)4_1 0 +
sin justificar los limites del numerador y del denominador, y ademas estableciendo la igualdad

incorrecta final ( % = +00).

EJEMPLO 3: Mismo enunciado de los ejemplos 1 y 2, pero con la funcién

arc sen(x+y)
1- cos(2x+3y+1)

fey) =

Respuesta: Inicialmente, vemos que la funcién dada es “elemental” y no esta definida en el punto
(-2, 1), porque en ese punto se anula el denominador de f (da 1 — cos 0 = 0).

Por tanto, el limite no es de respuesta inmediata (no podemos utilizar la continuidad de la funcién
elemental f en el punto dado, en cuyo caso el limite seria f(—2,1)).

Analicemos entonces, separadamente, el limite del numerador vy el limite del denominador de la
funcidén dada (como en los casos anteriores):

El numerador es la “funcion elemental” arc sen(x + y), cuyo valor en el punto (—2,1) es
arc sen(—1) = —m/2 . Por tanto, su limite sera ese valor cuando (x,y) tiende a (—2,1), por
continuidad en dicho punto. Entonces ya sabemos cual es limite del numerador de la funcién dada.

Por analogos motivos, el limite de la funcion denominador sera 1 — cos(0) = 0, cuando (x,y)
tiende a (—2,1). Luego, también sabemos el limite del denominador de la funcién dada.

Entonces, por el mismo teorema del dlgebra de limites aplicado en el ejemplo anterior, el limite

de la funcidn f(x,y) es infinito. Falta saber si es +00, si es —00 0 si es 0.

Para ello debemos conocer el signo de dicha funcion f (x, y) cuando el punto variable (x, y) esté
suficientemente cerca de (—2, 1), sin coincidir con ese punto:

a) Esta claro que su numerador sera negativo, porque tiene limite negativo.

b) Pero el limite del denominador de f es cero, lo cual no permite asegurar su signo. Sin
embargo, la funcion cos(2x + 3y + 1) es siempre menor o igual que 1 (propiedad de la
“funcion basica” cos x). Pero en este caso (x, y) tiende al punto (—2, 1) sin tocar la recta
de ecuacion 2x + 3y + 1 = 0, ya que sus puntos no estan en el dominio de f(x,y). Con
lo cual, 2x 4+ 3y + 1 tendera a cero, pero sin ser cero. Lo cual nos asegura que la funcion
cos(2x + 3y + 1) sera menor que uno y entonces el denominador de la funcién f sera

positivo.

Conclusion: [El limite de la funcion dada es —od . (Este ejemplo no ha sido un limite del tipo 0/0
ni del tipo o0 /c0).
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Comentario: Hay personas que escriben solamente

; arc sen(x+y) __ -m/2 _ .
(x’yil(Tllz,l)) 1-cos(2x+3y+1) o0 *®
sin justificar los limites del numerador y del denominador, y ademas estableciendo la igualdad
incorrecta final (%/2 = —00).

EJEMPLO 4: Mismo enunciado de los ejemplos anteriores, pero con la funcion

1
4 (x+2)%+(y-1)*

oY) = =m=a

Respuesta: Como en los casos anteriores, observamos que la funcion dada es “elemental” y no
esta definida en el punto (-2 , 1), porque en ese punto se anula el denominador de la fraccion que
aparece como exponente de la potencia de base 4 que esta en el numerador de f.

Como consecuencia, el limite no es de respuesta inmediata (no podemos utilizar la continuidad
de la funcion elemental f en el punto dado, en cuyo caso el limite seria f(—2,1)).

Debemos entonces averiguar los limites del numerador v del denominador de f, en forma sepa-
rada, v concluir aplicando algun teorema del “algebra de limites”.

La expresion (x + 2)2 4+ (y — 1)* corresponde a una “funcién elemental” que vale cero en el
punto (—2,1). Luego su limite sera cero, cuando (x,y) tiende a (—2,1) (por continuidad en
dicho punto). Pero, ademas, esa funcion es siempre positiva porque sera (x,y) # (—2,1), luego

, . . 1 s r . 99
el limite del cociente ——————— es +o0 (por teorema del “dlgebra de limites”). Entonces
(x+2)%2+(y—-1)*

(aplicando una propiedad muy importante de la “funcion basica” y = 4%, que tiende a +oo si su
exponente tiende a +0), la funcion del numerador también tiende a +0 cuando (x,y) tiende a
(-2, 1). Por tanto, sabemos el limite del numerador de la funcién dada.

Por otro lado, la funcién /2x — 3y — 1 es “clemental” y su valor en el punto (—2,1) es /=8 =

—2. Por lo tanto, el limite del denominador de f(x,y) sera —2, cuando (x,y) tiende a (—2,1)
(por continuidad en dicho punto). Asi sabemos ya el limite del denominador de la funcién dada.

Ahora, por un teorema del “algebra de limites”, si el numerador de f tiende a +oo y el deno-
minador tiende a —2, la funcion f(x, y) tiene limite —oo.

Conclusion: |E1 limite de la funcion dada es —00| . (Tampoco este ejemplo ha sido un limite del
tipo 0/0 ni del tipo co/c0).

Comentario: Hay personas que escriben solamente
1

Ty, B ——— 1
, 4 @2)Z+(y-D*F 40 4t0 4o
Iim ———=—= _Fo
(xy)=(=21) Y2x-3y-1 2T 3 >
C. . . . .
donde faltan muchas explicaciones y donde se usa la igualdad incorrecta 5=ty las igualdades

. yqe + oo . . . e g
simbolicas 4%*° = 400 y —, = —%° s usan sin mayores explicaciones (no se puede dividir por

cero, ni se puede operar con © como si fuera un nimero).
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