FUNCIONES IMPLICITAS DE UNA, DOS Y TRES VARIABLES

(Prerrequisitos: Derivadas parciales. Diferenciales de funciones de una y varias variables.
Vectores gradiente y derivadas direccionales)

Introduccion

Las funciones reales de una variable no siempre admiten una “definicion explicita” (con la va-
riable dependiente despejada).

Por ejemplo, veremos en el proximo apartado que la ecuaciéon x? + xy + y3 = 11 “define im-
plicitamente” a y como funcién de x , de modo que la imagen de x = 1 seay = 2, pero no tene-
mos una expresion que nos defina esa funcidon con y despejada, pues la ecuacion dada es de ter-
cer grado en esa variable, la cual aparece en dos términos con distinto grado. Por ello, diremos
que esa funcion es “implicita” (no “elemental” ni “definida a trozos”).

Sin embargo, hay muchos otros casos en que la variable dependiente es despejable de una ecua-
cion del tipo F(x, y) = 0 dada, en cuyo caso diremos que la funcién no es “implicita”, sino que
“estd definida implicitamente por la ecuacidon dada”, pero la funcion seria “elemental” (si el
despeje conduce una tinica expresion) o es “definida a trozos” (si el despeje conduce a mas de

una expresion).

Lo mismo ocurre con las funciones reales de dos o mas variables, donde no siempre aparece la

variable dependiente despejada, o con posibilidad de despejarse de una ecuacion dada del tipo

F(x,y,z) =0.

Por ejemplo, veremos en el tercer apartado de esta misma Seccion que la ecuacion
senz+(1+x2)Y+y?—=2y+z=0

“define implicitamente” a z como funcion de (x, y), de modo que la imagen del punto (0, 1) sea

z = 0, pero tampoco podemos despejar z de la ecuacion dada, ya que aparece en dos términos

diferentes (una vez en sen z y otra vez sola). Por tanto, diremos que esa funcion de las dos

variables (x, y) es “implicita”.

Pero, en cambio, la ecuacion x? + y? + z2 = 9 “define implicitamente” a z como funcion de

(x,y) de modo que la imagen del punto (1,—2) sea z = —2, pero en este caso no debe decirse

que esa funcion es “implicita”, pues admite la “definicion explicita” que resulta de despejar z de

la ecuacion anterior y elegir la expresion que le corresponde: z = —/9 — x2 — y2 (por ser el
valor dado de z negativo). Por tanto, esta funcion es realmente “elemental”.

Sin embargo, en la practica necesitamos muchas veces conocer las derivadas de ciertas funciones
implicitas, muchas de ellas resultantes de resolver “ecuaciones diferenciales ordinarias” de las
mas sencillas (Seccion 7.6). Por ejemplo, para poder comprobar que esas funciones cumplen di-
chas ecuaciones, hay que saber obtener sus derivadas.

Hemos explicado en la Seccion 3.1 como pueden obtenerse las derivadas ordinarias de funciones
implicitas de una sola variable (dandolas por existentes, sin entrar en las condiciones matematicas
que garanticen esa existencia). Ahora, sin embargo, podemos establecer esas condiciones, no solo
para funciones reales de una variable sino también para funciones reales de dos y de tres variables.
Ademas veremos dos modos de obtener las derivadas parciales de estas ultimas.

Los conceptos de “entornos” unidimensionales (en R), bidimensionales (en R?) y tridimensio-
nales (en R?) que se consideraran en lo que sigue, se suponen conocidos y han sido definidos al
comienzo de la Seccion 6.1.

Casos de funciones implicitas de una variable independiente
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Daremos en primer lugar un Teorema que garantiza la existencia de una funcioén de una variable,
= f(x), “definida implicitamente” por una cierta ecuacion de la forma F(x,y) = 0, la cual
b b
podra ser una funcion “verdaderamente implicita” o podra tener alguna “definicion explicita” que
se obtendra despejando la variable y en la ecuacion dada.

TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA (caso de funciones reales de una variable real defi-
nidas implicitamente):

Sea la ecuacion F(x,y) = 0, que define la “curva de nivel cero” de la funcidon de dos variables
z =F(x,y), y sea P(a,b) un punto “interior” del dominio de F, cumpliéndose las siguientes
condiciones:

1) , 0 sea el punto P cumple la ecuacién dada.

2) z = F(x,y) tiene derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno bidimensional
deP.

3) La derivada parcial de F(x,y) respecto a y es diferente de cero en el punto P .

Entonces, existe una vinica funcion y = f(x) , de dominio un cierto entorno unidimensional de
x = a, “definida implicitamente” por la ecuacion F (x,y) = 0, la cual tiene las siguientes propie-
dades:

a) , 0 sea, la grafica de esta funcion y = f(x) pasa por el punto P(a,b) .

b) La funcién y = f(x) cumple la ecuacion F(x = 0, para todo x de su dominio. O sea, se
cumple la identidad

Flx, f(x)] = 0], para todo x del dominio de f .
¢) La funcién y = f(x) tiene derivada primera continua en un cierto entorno unidimensional de
x = a (contenido en su dominio).

Nota 1: La condicion 1) de la hipdtesis nos garantiza que la mencionada “curva de nivel” existe
en R? pues incluye al menos el punto P (se ve en la demostracion del propio Teorema que
entonces hay otros infinitos puntos proximos a P en dicha curva de nivel).

Esto es importante, pues hay ecuaciones de la forma F(x,y) = 0 que no admiten ni un solo punto
en R?, como x? + y? + 1 = 0.

Nota 2: La condicion 2) de la hipotesis nos garantiza que z = F(x,y) es “diferenciable” en el
citado entorno bidimensional de P (o sea, en un cierto “alrededor” de dicho punto, en el plano
R?). Pero entonces, hay recta tangente a la curva de nivel F(x,y) = 0 en el punto P de dicha
curva, siendo su ecuacion

F.(a,b) - (x —a) + F,(a,b) - (y —b) = 0],
lo cual también ocurre en otros puntos de dicha curva cercanos a P. (Ver Seccion 6.5).

Nota 3: La condicion 3) de la hipdtesis nos indica que la recta tangente a la curva de nivel en el
punto P no es vertical. En efecto, al ser F,(a, b) # 0, se puede despejar y en la ecuacion dada

Fr(ab .
de la recta tangente, quedando [y = — % -(x —a) + b|, con lo cual la pendiente de la recta
y )
. Fx(a,b . )
sera m = — F"EZ b; vy, al tener pendiente, la recta no puede ser vertical.
y\&,

Nota 4: La propiedad a) de la tesis del Teorema nos dice que el punto P pertenece a la grafica de
la funcién y = f(x). Pero la condicion 1) de la hipotesis establece que P _esta sobre la “curva de
nivel” F(x,y) = 0, luego P es punto comun entre “grafica” y “curva de nivel”.

Nota 5: La propiedad b) de la tesis del Teorema significa que todos los puntos de la grafica de
v = f(x) (correspondientes al entorno unidimensional de x = a) esan situados también sobre la
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“curva de nivel” F(x,y) = 0 (porque cumplen esta ecuacion), o sea que dicha “grafica” es una
parte de la “curva de nivel”.

Ademas, al ser la funcién y = f(x) solucién de la ecuacion F(x,y) = 0, en caso de que se pueda
despejar la variable y de la misma, obtendriamos una “definicién explicita” de esa funcién. Esa
“definicion explicita” es la que no siempre existira, pero la funcion y = f(x) que establece el
Teorema existira siempre si se dan las condiciones de la hipétesis; cuando no haya “definicion
explicita” de esa funcidn, nos limitamos a considerarla “definida implicitamente” por la ecuacion
F(x,y) = 0y asi la manejaremos.

Nota 6: La propiedad c) de la tesis del Teorema implica que la funcién y = f(x) tendra recta
tangente a su grafica en el punto P vy en los otros puntos del entorno nombrado, variando las
pendientes de dichas rectas tangentes poco a poco (sin saltos) al pasar de un punto a otro muy
proximo. Pero entonces, al coincidir la grafica de f con parte de la “curva de nivel” alrededor de
P, la tangente a la “curva de nivel” en P coincidird con la tangente a la grafica de y = f(x) en

. . . ., ) Fr(ab
ese mismo punto, llegandose a la importante conclusion de que |f'(a) = — % puesto que sus
y\&,

pendientes coincidiran (lo habiamos anticipado en la Nota 3, pues f'(a) = m). Pero lo mismo
sucedera en los restantes puntos alrededor de P, que son también de la “curva de nivel” y de la
Fe(x,y)
Fy(x,y)
esta expresion es siempre Y = f(x) (en efecto, esta expre-sion parece depender de ambas
variables, pero solo depende de x), la cual es valida en el entorno de x = a donde f sea derivable
(donde existan las dos derivadas parciales de F y ademas F,, sea diferente de cero).

grafica de y = f(x), con lo cual tendremos la importante relacién |f'(x) = — , donde en

Hay ocasiones, como veremos en un ejemplo, en que esa derivada primera es otra vez derivable
una o mas veces, con lo cual la “funcion definida implicitamente” y = f(x) tendra también deri-
vada segunda y quizas otras derivadas de mayor orden.

Ejemplo: Sea la ecuacién x2 +y2 —5 =0 y el punto P(—1,2). En este caso F(x,y) es la fun-
cién x? + y? — 5, cuyo dominio es R? (luego P es punto “interior” del mismo). Y la ecuacion
dada representa la circunferencia de centro el origen y radio V5 (“curva de nivel cero” de F (x, y)).

Veamos si se cumplen las condiciones de la hipdtesis del Teorema de la Funcidén Implicita:

1) F(a,b) = F(—1,2) = (—1)2 4+ 22 = 5 = 0, que es la identidad 0 = 0, con lo cual el punto
P(=1,2) cumple la ecuacioén dada.

2) La funcién F(x,y) = x? + y?> — 5 tiene derivadas parciales continuas en todo R? , que son
F(x,y) =2x y E,(x,y) =2y, luego serdn continuas en cualquier entorno que tomemos del
punto P(—=1, 2).

3) La derivada parcial respecto a y de la funcién F(x,y), en (=1, 2), es diferente de cero, pues
F(-1,2)=2-2=4.

Al cumplirse las tres condiciones de la hipotesis del Teorema, podemos asegurar que existe una
unica funcién y = f(x) “definida implicitamente” por la ecuaciéon dada, en un cierto entorno
unidimensional del punto x = —1 v que cumple las tres propiedades mencionadas en la tesis del
Teorema. A saber:

a)f(-1)=2.

b) La funcién cumple la ecuacion F (x, y) = 0 dada, para todo x del entorno citado anteriormente.
c) La funcidn tiene derivada continua en un cierto entorno de x = —1 (contenido en el anterior).
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Pero en este caso puede despejarse la variable y de la ecuacion dada, asi que la funcion “definida
implicitamente” que menciona el Teorema posee “definicion explicita”. ;Cual es? Despejamos

esa variable y se obtiene y = +V5 — x2, con lo cual tenemos dos posibilidades: Serd y =
+vV5 —x? oserd y=—V5— x?2, ambas con dominio [—\/g,\/g]. Pero, como debe cumplir
f(=1) = 2, se trata de la primera (valores de la funcién no negativos). Por tanto, sabemos que la
funcion y = f(x) del Teorema coincide en este caso con y = +v5 — x2, lo cual nos permite
comprobar las tres propiedades de la tesis (normalmente, en otros ejemplos, no existira la version

explicita de la funcion y = f(x) y entonces estas comprobaciones no podran hacerse, pero las
propiedades son ciertas de todas maneras):

a) La propiedad se cumple, pues f(—1) = 2.

b) Si sustituimos y = V5 — x2 en la ecuacién dada, que es x%2 4+ y2 —5 =0, se obtiene x% +
(W)Z — 5 =0, que operando y simplificando nos da la identidad 0 = 0, luego la funcion
f (x) cumple la ecuacion dada para todo x del entorno [_\/E , \/E] del punto x = —1. Comprobada
esta propiedad.

¢) Por ultimo, la derivada de esta funcion es f'(x) = —x/V5 — x? , la cual existe y es continua
en el intervalo (—\/E , \/g), que también es un entorno de x = —1 (contenido en el anterior). Lue-

go se cumple también esta propiedad.

Otro ejemplo, donde no puede despejarse la variable dependiente (con lo cual, la funcion definida
es realmente “implicita”):

Demostrar que la ecuacion x? + xy + y3 = 11 “define implicitamente” a y como funcién f de
x enun entorno de x = 1, siendo f (1) = 2. Calcular ademas las derivadas primera y segunda de
esa funcién en x = 1.

Respuesta: Nos estan dando el punto P(a , b) indirectamente: Al decirnos que f(1) = 2,seraa =
1y b = 2. Entonces tenemos la ecuacion x? + xy +y3 —11 =0 vy el punto P(1,2), con lo
cual podemos verificar que se cumplen las tres condiciones de la hipétesis del Teorema de la Fun-
cién Implicita (el dominio de F(x,y) = x? + xy + y3 — 11 es R?, luego P es “interior” del
mismo):

1) El punto P debe cumplir la ecuacién dada. En este caso 124+ 1-2+ 23— 11 =0, que es la
identidad 0 = 0.

2) La funcién F(x,y) = x? + xy + y3 — 11 tiene derivadas parciales continuas en todo R?, que
son e (x,y) =2x+y y B(xy)=x+ 3y2, luego seran continuas en cualquier entorno bidi-
mensional del punto P.

3) La derivada parcial de F respecto a y no se anula en el punto dado: F,(1,2) =1+3 - 2% =
13#0.

Por tanto, se puede aplicar el Teorema de la Funcién Implicita y queda demostrado (a través del
mismo) que existe una unica funcion y = f(x), “definida implicitamente” por la ecuacion dada
en un cierto entorno de x = 1, la cual cumple f(1) = 2 (propiedad a) de la tesis del Teorema).

Ademas, sabemos por la propiedad c) de la tesis del Teorema que la funcién f(x) es derivable en
un cierto entorno del punto x = 1, siendo la derivada continua en ese entorno.

Para hallar la derivada primera hay dos procedimientos:

1) El mas rapido es usar la relaciéon que vimos en la Nota 6, después del Teorema, que es
[f’(x) = —F,(x,y)/F,(x,y)|, donde la variable y representa a f(x) .
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2) El otro camino es mas laborioso: Consiste en derivar respecto a x ambos miembros de
la ecuacién dada, F(x,y) = 0, e igualar los resultados, pero tomando en cuenta que y
representa a la funcion f(x), con lo cual su derivada sera y’' = f'(x) . Finalmente se
despeja vy’ , lo cual siempre podra hacerse porque la nueva ecuacion obtenida es de pri-
mer grado en esa variable y' .

Apliquemos el primer método: Usamos las expresionesde Fy = 2x+y y F, =x + 3y2, con lo

2x+y
w1377 ,donde y es f(x).

cual se tiene [y’ = —

Apliquemos el segundo método: Derivamos respecto a x los dos miembros de la ecuacion dada,
quees x% + xy + y3 = 11 e igualamos los resultados (se supone que en esa ecuacion la variable
y esta ya sustituida por f(x) , por lo cual se estd cumpliendo la ecuacién, como establece la
propiedad b) de la tesis del Teorema; es decir, que la igualdad es una identidad, luego las derivadas
de ambos miembros tendran que ser iguales). Tenemos entonces:
2x+(1-y+x-y')+3y%2-y'=0

de donde, xy'+ 3y%y’'= —2x —y . Asi, sacando factor comun y’ en el primer miembro y des-
. g T2x-y _ 2x+y . P .

pejando, queda y' = 52 = xia? (el mismo resultado del método anterior).

Por tanto, |f'(1) = — 12;1:222 = — ﬁ (pues para x = 1 es y = 2). Obsérvese que el denominador

anterior es el valor F,(1,2) diferente de cero (condicion 3) de la hipotesis del Teorema).

Finalmente, para calcular la derivada segunda, basta derivar como cociente la expresion de vy’
obtenida anteriormente, pero teniendo en cuenta que y sigue siendo la funcion f(x). Asi tene-
mos:

w— _ @+y)-(+3yH)—(2x+y)-(1+6y-y")
(x+3y%)?

4

y para hallar su valor en x = 1 habra que sustituir x por 1, y por2 e y' por —4/13. En

. 426 \ .
conclusion, |[f"(1) = — PYET (después de hacer operaciones).

Casos de funciones implicitas de dos variables independientes

TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA (caso de funciones reales de dos variables reales de-
finidas implicitamente):

Sea la ecuacion F (x,y,z) = 0, que define la “superficie de nivel cero” de la funcion de tres varia-
blesw = F(x,y,z),y sea P(a, b, ¢) un punto “interior” del dominio de F, cumpliéndose las si-
guientes condiciones:

1) , 0 sea el punto P cumple la ecuacién dada.

2) w = F(x,y,z) tiene derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno tridimensio-
nalde P .

3) La derivada parcial de F(x,y, z) respecto a z es diferente de cero en el punto P.

Entonces, existe una unica funcion z = f(x de dominio un cierto entorno bidimensional de
(a,b), “definida implicitamente” por la ecuacidén F(x,y,z) = 0, la cual tiene las siguientes pro-
piedades:

a) , 0 sea, la grafica de esta funcién z = f(x, y) pasa por el punto P(a ,b,c).

b) La funcién z = f(x,y) cumple la ecuacion F(x,y,z) = 0, para todo (x,y) de su dominio. O

sea, se cumple la identidad

Flx,y, f(x,y)] = 0, para todo (x,y) del dominio de f

c) La funcién z = f(x, y) tiene derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno bidi-
mensional de (a , b) (contenido en su dominio).
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Nota 1: La condicion 1) de la hipotesis garantiza que la mencionada “superficie de nivel” existe
en R3, pues tiene al menos el punto P.

Nota 2: La condicion 2) de la hipdtesis nos garantiza que w = F(x,y, z) es diferenciable en el
citado entorno tridimensional de P. Pero entonces hay plano tangente a la “superficie de nivel”
F(x,y,z) = 0 en el punto P de dicha superficie, siendo su ecuacidén

E(a,b,c) - (x—a)+E,(a,b,c)-(y—b)+F(ab,c) (z—c)=0
lo cual también ocurre en otros puntos de dicha superficie alrededor de P. (Ver Seccion 6.5).

Nota 3: La condicion 3) de la hipdtesis nos indica que el plano tangente a la “superficie de nivel”
en el punto P no es vertical. En efecto, su vector normal tiene como componentes los coeficientes
de x, y, z en la anterior ecuacion, y entonces dicho vector normal (perpendicular al plano) no es
paralelo al plano horizontal OXY pues su tercera componente es diferente de cero, con lo cual
tendra cierta inclinacién hacia arriba o hacia abajo (segin el signo de dicha componente).
Entonces, al no ser el vector normal paralelo a OXY, el plano tangente no sera perpendicular a
dicho plano coordenado, o sea, no sera vertical. (Ver Seccion 8.7).

Nota 4: La propiedad a) de la tesis del Teorema nos dice que el punto P pertenece a la grafica de
la funcién z = f(x,y). Pero la condicion 1) de la hipotesis habia establecido que P esta sobre la
“superficie de nivel” F(x,y,z) = 0, luego P es punto comun entre grafica y “superficie de nivel”.

Nota 5: La propiedad b) de la tesis del Teorema significa que todos los puntos de la grafica de
z = f(x,y) estan situados también sobre la “superficie de nivel” F(x,y,z) = 0 (porque cumplen
esta ecuacion), o sea que dicha grafica es una parte de esa “superficie de nivel”.

Ademas, al ser la funciéon z = f(x,y) solucién de la ecuacion F(x,y,z) = 0, en caso de que se
pueda despejar la variable z de la misma, obtendriamos una definicién explicita de esa funcidén
(esa definicion explicita es la que no siempre existira, pero la funcion z = f(x,y) que establece
el Teorema siempre existira cuando se den las condiciones de la hipétesis). Enton-ces, cuando
no haya definicion explicita, nos limitaremos a tener esa funcion “definida implicitamente” por
la ecuacion F(x,y,z) = 0 y asi la manejaremos.

Nota 6: La propiedad c) de la tesis del Teorema implica que la funcién z = f(x,y) es diferen-
ciable en el entorno de (a , b) donde existan sus derivadas parciales continuas (ver Seccion 6.5),
con lo cual su grafica tendra plano tangente en P asi como en otros puntos de alrededor, variando
dicho plano poco a poco al pasar de un punto a otro muy préoximo. Y la ecuacion del plano
tangente a la grafica de f en el punto P es

z—f(a,b) = fx(a,b) - (x —a) + fy(a,b) - (y — b)
siendo f(a,b) = c, como establece la propiedad a) de la tesis. (Seccion 6.5). Y el plano tangente
a la “superficie de nivel” tiene como ecuacioén la dada en la Nota 2.
Entonces, como los dos planos son el mismo (por la coincidencia de graficay “superficie de nivel”
alrededor de P), al despejar en la ecuacion de la Nota 2 el factor z — ¢ (cosa que puede hacerse
por ser F,(a, b, c) # 0) tiene que quedar una expresion coincidente con el segundo miembro de
la ecuacidn anterior (donde esta despejado el mismo factor z — ¢). Llegamos asi a las importantes
conclusiones

_ _E(abo) _ _Fy(abo)
fr(@b)=—5 (@be) Y fy(a b) = Fy(a,b,c)

Pero lo mismo sucedera en los restantes puntos alrededor de P, que son de la “superficie de nivel”
y también de la grafica de z = f(x,y), con lo cual tendremos las relaciones analogas a las ante-

: Fy(x,, , .
riores para esos puntos: |f,(x,y) = — % y h(xy)=— % (donde aqui es siempre

z = f(x,y); por tanto, estas expresiones parecen depender de tres variables pero solo dependen
de x ¢ y). Por supuesto, las formulas anteriores seran validas solamente en el entorno de (a , b)
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donde f sea derivable (para lo cual, tendran que existir las tres derivadas parciales de F y que E,
sea diferente de cero).

Hay ocasiones en que estas derivadas parciales primeras admiten nuevas derivadas parciales, con
lo cual la funcion f(x, y) tendra derivadas parciales segundas y quizas otras de mayor orden. Las
cuales se obtendran derivando parcialmente como cocientes las expresiones anteriores de las par-
ciales primeras, pero siempre teniendo en cuenta que z representa f(x, y).

Ejemplo: Demostrar que la ecuacion sen z + (1 + x2)¥ + y? = 2y — z define implicitamente
a z como funcion de (x,y) en un cierto entorno del punto (0, 1), de forma que la imagen de ese
punto por la funcion sea cero. Obtener ademas expresiones de las derivadas parciales primeras de
dicha funcién en un entorno de (0, 1), hallando sus valores en ese punto.

Para poder aplicar el Teorema de la Funcién Implicita escribimos la ecuacion dada en la forma
F(x,y,z) = 0, luego queda lsenz + (1 +x%)Y + y2 — 2y + z = 0| . Ademas, al saber que la
funcion f “definida implicitamente” debe cumplir £(0,1) = 0, el punto P que necesitamos para
aplicar el Teorema es el (0,1,0) (“interior” al dominio de F (x, y, z) que es todo R3).

Verifiquemos, entonces, que se cumplen las tres condiciones de la hipotesis del Teorema:

1) El punto P verifica la ecuacion dada (en ambas formas), pues al sustituir sus coordenadas, por
ejemplo, en la ultima forma de la ecuacion, se tiene sen 0+ (1 +0%)1+12-2-1+0=0,0
sea la identidad 0 = 0.
2) La funciéon F(x,y,z) = senz + (1 4+ x2)Y +y2 — 2y + z tiene derivadas parciales conti-
nuas en todo el espacio R3, que son:

Fe=2xy -(1+x*)¥1 ; F=0+x*)Y - In(1+x*)+2y—-2 ; F,=cosz+1
Por tanto, esas derivadas parciales de F seran continuas en cualquier entorno tridimensional del

punto P .
3)E,(0,1,0)=cos0+1=2=%0

Las tres condiciones de la hipotesis del Teorema se cumplen, luego existe una unica funcion z =
f(x,y), “definida implicitamente” por la ecuacidon dada en un cierto entorno bidimensional del
punto (0,1), siendo £(0,1) = 0 (propiedad a) de la tesis).

Ademas, el Teorema establece que la funcidén z = f(x, y) tiene derivadas parciales primeras con-
tinuas en un cierto entorno del punto (0, 1). Nos piden sus expresiones y evaluarlas en dicho
punto. Otra vez, hay dos maneras de hacer esto:

1) Aplicando directamente las “férmulas” que relacionan dichas derivadas con las derivadas par-
ciales de la funcién F(x,y,z), dadas en la Nota 6 después del enunciado del Teorema (pagina
anterior).

2) Por derivaciones parciales directas de los dos miembros de la ecuacion dada e igualando resul-
tados (teniendo muy en cuenta que donde aparezca z debe entenderse que esta la funcion z =
f (x,y) aunque no la escribamos). Esto es correcto, pues el Teorema asegura que al sustituir la
funcion f en la ecuacion ésta se cumple y estariamos derivando ambos miembros de la identidad
correspondiente. (Podemos derivar parcialmente ambos miembros de la ecuacién dada, en cual-
quiera de las formas que tenemos para la misma).

. . _0f _ _ FEx(xyz) _ _ 2xy-(1+x*)¥7! -
Primer método: = T T ) Tos donde z = f(x,y)
_of _ Fxyz) _ (1+x?)Y - In(1+x?)+2y—2 _
Y Ty T T Rva 1+cos donde z = f(x,y)
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Segundo método: Al derivar parcialmente respecto a x los dos miembros de la ecuacion dada,
en su forma inicial, ¢ igualar ambas derivadas, se tiene
(cosz) -z, +2xy- (1+x?)Y"1=—z,
con lo cual podemos despejar z, y llegamos al mismo resultado anterior. Y al derivar parcial-
mente respecto a y los dos miembros de la ecuacion dada e igualar, se tiene
(cosz) zy+ (1 +x*)Y - In(1+x*)+2y=2-2z
de donde podemos despejar z,, , obteniéndose el mismo resultado anterior.

Finalmente, para hallar los valores de ambas derivadas parciales en el punto (0, 1), sustituiremos
en sus expresiones x por 0, y por 1y z por 0, obteniéndose |z,(0,1) =0 y |z,(0,1) = 0.

Casos de funciones implicitas de tres variables independientes

Todo lo anterior puede generalizarse al caso de funciones reales de tres variables, que sean “de-
finidas implicitamente”, en un entorno de un cierto punto (a , b, ¢), por una ecuacion de la forma
F(x,y,z,w) = 0, los cuales (la ecuacion y el punto) deben cumplir condiciones analogas a las
vistas anteriormente en las versiones del Teorema de la Funcion Implicita para funciones reales
de dos variables.

TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA (caso de funciones reales de tres variables reales
definidas implicitamente):

Seala ecuacion F(x,y,z,w) = 0, cuyo primer miembro corresponde a una funcion real de cuatro
variables t = F(x,y,z,w),ysea P(a,b,c,d) un punto “interior” del dominio de F, cumplién-
dose las siguientes condiciones:

1) IF(a,b,c,d) = 0], o sea el punto P cumple la ecuacién dada.

2) La funcién F tiene derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno del punto P (en
el espacio R*).

3) La derivada parcial de F(x,y, z, w) respecto a w es diferente de cero en el punto P .

Entonces, existe una unica funcion w = f(x,v,z) ., de dominio un cierto entorno tridimensio-
nal de (a,b,c), “definida implicitamente” por la ecuaciéon F(x,v,z,w) = 0, la cual tiene las

siguientes propiedades:
b) La funcion w = f(x,y,z) cumple la ecuaciéon F(x,y,z,w) = 0, para todo (x,y,z) de su do-
minio. O sea, se cumple la identidad

Flx,v,z, f(x,v,2)] = 0], para todo (x,Vv, z) del dominio de f.
c) La funciéon w = f(x,y, z) tiene derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno
tridimensional del punto (a. b, ¢) (contenido en su dominio).

Nota 1: La condicion 1) de la hipétesis garantiza que hay al menos un punto de R*que cumple la
ecuacion dada (no hablamos de “superficie de nivel” pues estamos en R*).

Nota 2: La condicion 2) de la hipdtesis nos garantiza que t = F(x,y,z,w) es diferenciable en el
citado entorno de P, lo cual sirve para la demostracion del teorema, pero ya no podemos hablar
de “plano tangente a la superficie de nivel” pues estamos en R*.

Nota 3: La condicion 3) de la hipétesis va a permitir que la derivada parcial de F(x,y,z,w)
respecto a w se mantenga diferente de cero en un cierto entorno del punto P (al ser esa derivada
parcial continua en P y diferente de cero, sera también diferente de cero en una cierta proximidad
de P, por propiedad de las funciones continuas).
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Nota 4: La propiedad b) de la tesis del Teorema significa que la funcion w = f(x,y,z) es solu-
cion de la ecuacién F(x,y,z,w) = 0, con lo cual, si se pudiese despejar de ésta la variable w,
obtendriamos una definicion explicita de esa misma funcién f que establece el Teorema.

Nota 5: La propiedad c) de la tesis del Teorema implica que la funcion w = f(x,y, z) es diferen-
ciable en el entorno de (a. b, ¢) donde existan sus derivadas parciales continuas. Esto, junto con
la diferenciabilidad de F(x,y,z, w) en un entorno del punto P, permite aplicar la Regla de la
Cadena a la funcién compuesta F[x,y,z, f(x,v,z)] que vale constantemente cero, segun esta-
blece el Teorema en la propiedad b) de la tesis. Entonces, las tres derivadas parciales de la com-
puesta anterior valdran cero, por ser esa funcion constante. Y de ahi, mientras el punto (x, y, z, w)
esté en el entorno donde F,, # 0, resultan las siguientes relaciones:

Fx(x,y,2,W)
Fu(x,y,2,w)

siendo en las tres expresiones w = f(x,y,2).

_ Fy(x,y,Z,W)
Fu(x,y,Z,W)

Fz(x,y,z,w)
Fy (x,y,Z,W)

fx(x,y,2) = — s h(y2) = s (0 y2) = -

Hay ocasiones en que estas derivadas parciales primeras admiten nuevas derivadas parciales, con
lo cual la funcion “definida implicitamente” f (x, y, z) tendra derivadas parciales segundas y qui-
zas otras de mayor orden.

Pues bien, las derivadas parciales segundas se obtendran derivando parcialmente como cocientes
las expresiones anteriores, pero recordando que donde aparezca w esta f (x, y, z), luego al derivar
una de las expresiones parcialmente respecto a x (por ejemplo), aparecera siempre en lugar de
w_su derivada parcial w, = f, (obtenida antes). Y cuando derivemos parcialmente cualquiera
de las expresiones anteriores respecto a y (o respecto a z ), aparecera siempre en lugar de w
su derivada w,, (o su derivada w;).

Ejemplo: Demostrar que la ecuacién 3xyz + w3 + 5zw? = 7yw + 222 + w*y — 5x “define
implicitamente” a w como funcién f de (x,y,z) en un cierto entorno tridimensional del punto
(1,—1,1), siendo cero la imagen de dicho punto por esa funcién. Calcular ademas las derivadas
parciales primeras de la “funcion implicita” f(x,y,z) en el punto dado, asi como el valor de la
derivada segunda f,., en dicho punto.

Respuesta: Para poder aplicar el ultimo Teorema de la Funcion Implicita, ponemos la ecuacion
dadaenla forma F(x,y,z,w) = 0 y tomamos el punto P(1,—1,1,0) de R*. Entonces tenemos
la funcion |F(x,y,z,w) = 3xyz + w3 + 5zw? — 7yw — 222 — w*y + 54, definida en todo R*
(por tanto, el punto P es “interior” del dominio).

Veamos si se cumplen las tres condiciones de la hipotesis:

HF(1,-1,1,0)==-34+04+0—-0—-2—-0+5 = 0, luego P_cumple la ecuacioén.
2) Las derivadas parciales de F(x,y,z,w) son: F, =3yz+5 ; F, =3xz—7w — wt; F, =
3xy + 5w? —4z ; E, =3w?+ 10zw — 7y — 4w3y , continuas en todo R*, luego lo serén en

cualquier entorno de P .
3)E,(1,-1,1,00)=0+0+7—-0=7%0.

Por tanto, existe un unica funcion w = f(x,v, z) , definida implicitamente por la ecuacién dada
en un cierto entorno del punto (1,—1,1), con las tres propiedades dadas en el Teorema .

Para hallar las derivadas parciales de f sabemos que hay dos métodos.

Primer método:
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— Fx(x:y,Z,W) — 3yZ+5 _

oy 2y = - B2 o WS ] dondew = f(x,,2)
_ EByzw) 3xz—7Tw-w* _

fy(X, y.z) = Fo(xy,zw) _ 3w2+10zw—7y— 3y ° donde w = f(x,y,2)
_ _ Eyzw) _ 3xy+5 2%-4z _

fZ(x’ Y Z) ~ Fy(xyzw) _ 3w2+10zw—7y— 3y °’ donde w = f(x’ Y Z)

Que evaluadas en el punto (1,—1,1), donde es w = 0, nos dan:
-345

A1) =-ZF=—2: (-1 =~ fL-LD) =~ =1

—-3-4
7

Segundo método: Derivamos parcialmente respecto a x los dos miembros de la ecuacion dada,
teniendo en cuenta que w = f(x,y,z) e igualamos esas derivadas, obteniendo
3yz +3w? - wy + 102w - wy, = 7y - wy + 4yw3 - w, — 5

de donde se despeja w, y se llega a la misma expresion obtenida con el primer método.
Derivamos ahora parcialmente respecto a y los dos miembros de la ecuacion dada, teniendo en
cuenta que w = f(x,y,z) eigualamos esas derivadas, obteniendo

3xz+3w?-wy, +10zw-wy, =7 (1-w4+y-wy,) + 4w -w, -y +w*- 1)
de donde se despeja w,, y se llega a la misma expresion obtenida con el primer método.
Finalmente, derivamos parcialmente respecto a z los dos miembros de la ecuacion dada, tenien-
do en cuenta que w = f(x,y, z) e igualamos esas derivadas, obteniendo

3xy+3w?-w,+5-(1-w2+2z-2w-w,) =7y -w,+4z+y- 4w w,

de donde se despeja w, y se llega a la misma expresion obtenida con el primer método.

Para hallar f,, debemos derivar parcialmente respecto a z la expresion obtenida anteriormente
para f; :

_i _ 3yz+5 )_
fez(%,y,2) = 62( 3w2+10zw-7y— 3y/

_ 3y-(3w?+10zw-7y—-4w3y)-(3yz+5)-[6ww,+10(1-w+z-w,)—12wiw,y|
- (3w2+10zw—7y—4w3y)2

Y para obtener el valor de la derivada anterior en P(1,—1, 1) habra que sustituir en la expresion
anterior x por1, y por —1, z por1, w por 0y w, por 1 (valor obtenido antes), con lo cual

(=3)7-(=3+5)10 _ 41
72 T 49

fxz(l ) -1 ) 1) =

Versiones del Teorema de la Funcion Implicita cuando se cambia de variable dependiente

Consideraremos, por ejemplo, el Teorema correspondiente a “funciones reales de dos variables
reales definidas implicitamente” (dado en la pag. 5), pero ahora cambiando la variable depen-
diente de la funcion definida, de modo que esa variable dependiente no sea z sino que sea y o
sea x. Y de un modo analogo se procedera en los otros dos Teoremas: El que define una funcion
de una variable (dado en la pag. 2, donde la variable dependiente tomada ahora no sea y sino sea
x) y el que define una funcion de tres variables (dado en la pag. 8, donde la variable dependiente
tomada ahora no sea w sino sea x , sea y o sea z).

En el caso del Teorema de la pag. 5, la ecuacion dada seria otra vez de la forma F(x,y,z) =0y
el punto dado también seria P(a, b, c) “interior” al dominio de F. Y las condiciones 1) y 2) de
la hipotesis del Teorema serian las mismas, pero la condicién 3) de la hipdtesis seria ahora
|Fy (a,b,c) # 0| si queremos que la variable dependiente sea y , o seria |F,(a,b,c) # 0| si que-
remos que la variable dependiente sea x.
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En el primer caso (variable dependiente y), la tesis del Teorema seria que existe una vinica fun-
cion y = g(x, z), “definida implicitamente” en un entorno bidimensional del punto (a,c), la
cual cumplird las propiedades:

a)g(a,c) =b.

b) Se cumple la identidad F[x, g(x,z),z] = 0 para todo (x, z) del entorno del punto (a, c).

¢) La funcion y = g(x, z) posee derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno de

X)| — FZ

(a,c), siendo sus expresiones |g, = — =1 Y19z = —%] donde la variable y representa a g(x, z).
Yy VI

Y en el segundo caso (variable dependiente x), la tesis del Teorema seria que existe una tinica
funciéon x = h(y, z). “definida implicitamente” en un entorno bidimensional del punto (b, ¢). la
cual cumplird las propiedades:

a)h(b,c) =a.

b) Se cumple la identidad F[h(y,z),y,z] = 0 para todo (y, z) del entorno del punto (b, c).

¢) La funcion x = h(y, z) posee derivadas parciales primeras continuas en un cierto entorno de

. : F. F, :
(b, c), siendo sus expresiones |h, = — F—y y |h, =— F—z , donde la variable x representa a h(y, z).

Ejemplo: Demostrar que la ecuacion x2yz + 2yz = 3xz? — 18 “define implicitamente” una
funcion y = g(x, z) en un entorno del punto (1,2) de modo que su valor en ese punto sea —1,
hallando los valores de sus derivadas parciales primeras en el punto dado.

Aquies [F(x,y,2) = x?yz + 2yz — 3xz% + 18 yel punto Pesel (1, —1,2) (“interior” al domi-
nio de F, que es todo el espacio), pues tenemos x = 1,z=2¢y = —1.

Verifiquemos las condiciones de la hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita para esta va-
riante:

1) El punto dado cumple la ecuacién dada: 1% (=1)-2+2-(=1)-2=3-1-22—-18,05sca

—6=—-6.

2) Lafuncién F(x,y,z) = x®yz + 2yz — 3xz? + 18 tiene derivadas parciales continuas en todo

R3, luego seran continuas en cualquier entorno tridimensional del punto P , las cuales son:
Fo=2xyz—32z* ; F,=x?242z ; F,=x*y+2y—6xz

3) La derivada parcial de F respecto a y es nonula: F,(1,-1,2) = 12:2+2:2=6+0.

Por tanto, el Teorema nos asegura que existe una unica funciéon y = g(x, z) “definida implicita-
mente” en un entorno bidimensional del punto (1,2), siendo g(1,2) = —1.

Y esta funcion tiene las siguientes propiedades:

a) , ya mencionada.

b) g(x, z) cumple la ecuacion dada para todo punto (x,z) del entorno bidimensional del punto
(1,2). O sea, serd 2x2z- g(x,2) + 2z - g(x,z) = 3xz% — 18, para todo (x, z) del entorno.

¢) g(x, z) tiene derivadas parciales continuas en un cierto entorno bidimensional del punto (1, 2),

contenido en el anterior, las cuales son:
09  F(xyz)  2xyz—3z® . 09 F(xyz) _ x%y+2y—6xz

0x Fy(x,y,2) - x2z+2z ? 0z Fy(x,y,2) - x2z+2z
debiendo entenderse que la variable y representa a la funcidén g(x, z) en estas expresiones, con
lo cual ambas derivadas no dependen de tres variables independientes sino solamente de dos, que
son (x, z). Por tanto, sus valores en el punto (1, 2) se obtendran sustituyendo x por 1, z por 2
e y por —1:
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9T o T8 8 . Piq o B3
a(llz)_ 6 3 5 67(1'2)_ 6 o

Nota: Al ser en el ejemplo anterior F.(1,—1,2) = —16 # 0, también se podria aplicar el Teo-
rema de la Funcion Implicita para garantizar que la misma ecuacién dada al principio “define im-
plicitamente” otra funcién x = h(y, z) en un entorno bidimensional del punto (=1, 2), de modo
que la imagen por h de este punto sea x = 1.

O sea, que si las tres derivadas parciales de una funcion F(x,y, z) son diferentes de cero en un
punto P(a,b,c) interior de su dominio, ademas se cumple F(a,b,c) = 0 y también las tres
derivadas parciales de F son continuas en un cierto entorno tridimensional de P, el mismo Teo-
rema de la Funcion Implicita garantiza la existencia de tres funciones z = f(x,v). v = g(x,2)
v x = h(y,7), “definidas implicitamente” por la misma ecuacién [F(x,v.z) = 0 , siendo el
dominio de la funcién f un cierto entorno del punto (a, b), siendo el dominio de la funcién g un
cierto entorno del punto (a,c) y siendo el dominio de la funcién h un cierto entorno del punto
(b,c), de modo que se cumple f(a,b) = c en el primer caso, se cumple g(a,c) = b en el
segundo caso y se cumple h(b,c) = a en el tercer caso.
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