VECTORES GRADIENTE Y DERIVADAS DIRECCIONALES

(Prerrequisitos: Derivadas parciales. Diferenciales de funciones de una y varias variables)

Vectores gradiente y derivadas direccionales de funciones de dos variables

Sea z = f(x,y) una funcion real de dos variables reales, cuyo dominio de existencia sea un con-
junto A del plano. Y supongamos que dicha funcién es diferenciable en el subconjunto D de A.

Recordamos que, en cada punto del “dominio de diferenciabilidad” (D), la funcién f es continua
y derivable (o sea, existen las dos derivadas parciales primeras f,(x,y) y f,, (x,y) en dichos pun-
tos). (Seccion 6.3). Entonces:

Se llama “vector gradiente” de la funcion z = f(x,y) en un punto (a, b) de D, al vector del plano
que tiene por componentes escalares los valores de las dos derivadas parciales de la funcidn en
ese punto. Se le representa por Vf(a, b).

Por tanto, Vf(x,y) = (Z—£ (x,y), Z—f/ (x, y)) es una funcion de dos variables que nos da un vector

(no un nimero) para cada punto del “dominio de diferenciabilidad” D de la funcion f. Es lo que
se llama “‘un campo vectorial en el plano” definido en D, o también “una funcién vectorial de dos
componentes y dos variables independientes” cuyo dominio es D (no es “funcién real” sino “fun-
cion vectorial”, porque sus imagenes son vectores).

Nota 1: El simbolo V se llama “nabla” y se usa mucho en Matematicas. Combinado con f se lee
“gradiente de . Asi, Vf(a,b) se lee “gradiente de f en (a, b)”.

Nota 2: Hemos supuesto que en el punto (a, b) la funcion f(x, y) es “diferenciable” para definir
el “vector gradiente” en ese punto. Pero para que exista dicho vector, basta que existan ambas
derivadas parciales primeras de la funcién en el punto, sin necesitar la “diferenciabilidad” de la
funcién en el mismo (recuérdese de la Seccion 6.3 que “diferenciable” implica “derivable”, pero
“derivable” no implica “diferenciable”).

Si embargo, en la mayoria de las aplicaciones, se utiliza el ”vector gradiente” cuando la funcion
correspondiente sea “diferenciable” en el punto considerado (asi, en lo que sigue, se vera la impor-
tancia de la “diferenciabilidad” de las funciones en la mayoria de las propiedades, empezando por
el Teorema que veremos en la pagina siguiente).

Ejemplo: La funcion f(x,y) = /4 —x? — y? tiene por dominio A el circulo de centro el origen
y radio 2, incluida la correspondiente circunferencia, siendo “diferenciable” en el mismo circulo
excluida la circunferencia (conjunto D contenido en A).

Por tanto, en cualquier punto (x,y) de D, donde se cumplira 4 — x? — y2 > 0, existe el “vector

gradiente”, que sera:
— (2L Uy _ (=% ___7
Vf(x:y) - (ax Iay) - ( \/4_x2_y2 ] \/4_x2_y2)

En particular, Vf(1,-1) = (—% %) y V£(0,0) = (0,0).

Dados un vector cualquiera i = (u; ,u,) de médulo 1 (o sea, unitario) y un punto “interior” del
dominio A de una funcion f(x,y), se llama “derivada direccional” de la funcion f en el punto
(a,b), seghn la direccién y sentido del vector dado, al resultado del siguiente limite (si existe
como numero real):

lim fla+u-t, b+uy,-t)—f(a,b)
t-0t t
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En caso de existir, esa “derivada direccional” se representa con la notaciéon a—g (a,b).

Nota: Suponemos el punto (a, b) “interior” del dominio A de la funcion, para garantizar que la
misma esté definida en el punto cercano (a + u; - t,b + u, - t) , para todo vector U que quera-
mos, tomando valores de t suficientemente pequefios.

IMPORTANTE: La “derivada direccional” de f(x,v) en el punto (a , b) segln el vector unitario
U se interpreta como la “razén de cambio” o “velocidad de variacion” de la funcién f en el punto
(a,b), cuando se avanza desde este punto en la direccion y sentido del vector unitario U.

En efecto, el incremento de la funcion f (“cambio” o “variacion” de f) que aparece en el nume-
rador del cociente incremental en la definicion dada, se refiere al paso del primer punto (a , b) al
segundo punto (a + uq -t , b + u, - t), resultante de incrementar las dos coordenadas del prime-
ro en las dos componentes del vector ti (t > 0), de médulo t, con lo cual este segundo punto
se obtiene avanzando una longitud ¢ desde (a, b) en la direccion y sentido del vector unitario U.
Y el denominador del cociente incremental en la definicion dada es la longitud t recorrida entre
los dos puntos mencionados anteriormente. Por tanto, ese cociente incremental representa la “ra-
z6n media de cambio” o la “velocidad media de variacidén” de la funcidn entre los dos puntos uti-
lizados.

Y cuando t = 0%, el segundo punto tiende al primero, manteniéndose siempre sobre la semirrecta
que parte de P(a,b) en la direccion y sentido de i , siendo el limite obtenido (cuando es un
numero real) la “razén de cambio en P” o la “velocidad de variacién en P” de la funcion f cuando
nos movemos en la direccion y sentido del vector i .

Y podemos decir:

Si dicho limite es positivo, la funcién estara creciendo a partir de P en esa direccidn y sentido.
Si dicho limite es negativo, la funciéon estara decreciendo del mismo modo anterior.

Y si dicho limite es cero, la funcion se mantendra con muy poca variacion cerca de P en la
direccion y sentido de % (pudiendo crecer o decrecer muy débilmente, o bien mantenerse cons-
tante).

El siguiente Teorema nos asegura la existencia de todas las “derivadas direccionales” en un punto
(a,b) cuando la funcion sea “diferenciable” en dicho punto. Lo cual no impide que una cierta
fun cion pueda tener alguna “derivada direccional” en un algun punto donde no sea
“diferenciable” (o sea, que la condicion de “diferenciable” es suficiente pero no necesaria para la
existencia de alguna derivada direccional en un punto dado).

TEOREMA (existencia de “derivadas direccionales™): Si la funcion z = f(x,y) es “diferencia-
ble” en un punto (a, b), existe la “derivada direccional” de esa funcién en dicho punto, segun la
direccion y sentido de cualquier vector unitario # = (uq ,u,). Y el valor de esa “derivada direc-
cional” es el producto escalar del “vector gradiente” en (a, b) por el vector u. O sea,

of _ = 9f : of :
ﬁ(a,b) = Vf(a,b)ou—a(a,b) u1+ay(a,b) U,

Ejemplo: Dada la misma funcién del ejemplo de la pagina anterior, y dado un vector unitario
cualquiera # = (uy ,u,) , tendremos la “derivada direccional” en cualquier punto (a, b) del cir-
culo de centro el origen y radio 2 que no esté en la correspondiente circunferencia (el cual cum-
plird 4 — a®? — b? > 0), obtenida esa derivada en la direccién y sentido del vector % , resultando:

of _ - _ __au  bu _ autb
2a (WD) =Vf(ab) ol =~ — e = ~
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i - 1 —)= Byl -
En particular, para el punto (1,—1) tenemos pe 1,-1)= 7 t5= 7 bara cualquier
.. . .. 1 1 . J
vector unitario (U, ,u,). Y si tomamos el vector unitario (— 5 7) 0S¢ obtiene a—g =1

Consecuencias muy importantes del Teorema anterior:

1) Teniendo en cuenta que un producto escalar de dos vectores es siempre el producto de sus mo-
dulos por el coseno del angulo que forman, y que |u| = 1, sera:

L (a,b) = Vf(a,b)| - cosa = J[fx(a,b)]z +[f,(@b)] - cosa
donde « es el dngulo no obtuso que forman el vector gradiente en (a, b), fijo. vy el vector U que
elijamos.

2) Cuando variemos la direccion del vector unitario % de todos los modos posibles, el angulo a
recorrera todos los valores entre 0 y 7 (no entre 0 y 21 porque « es el angulo no obtuso entre los
dos vectores), con lo cual el valor maximo de la “derivada direccional” en el punto (a,b) se
produce cuando @ = 0y es |Vf(a, b)| (en ese caso el vector & tendra la misma direccion y sentido
que el vector gradiente); asi mismo, el valor minimo de la “derivada direccional” en (a,b) es
—|Vf(a,b)| y se produce cuando a = 7 (o sea, cuando el vector U tenga la misma direccién y
sentido contrario que el vector gradiente), y la “derivada direccional” en el punto (a , b) sera cero
solamente cuando U sea perpendicular al vector gradiente (hay dos U posibles, con una misma
direccion y sentidos contrarios, contenidos en la recta que pasa por (a,b) y es perpendicular al
vector gradiente).

Y al ser siempre —1 < cosa < 1, se tiene —|Vf(a,b)| < |[Vf(a,b)|-cosa < |Vf(a,b|, o sca

que |—|Vf(a,b)| < % (a,b) < |Vf(a,b)|| para todo vector unitario ¥ del plano.

3) Las “derivadas parciales” de la funcién en el punto (a,b) son sus “derivadas direccionales”
cuando se toman los vectores unitarios (1, 0) y (0, 1). En efecto, sabemos que

7 (a,b) = fu(@b) w + fy (@ b)

luego si tomamos como vector t el T = (1,0), queda % (a,b) = f,(a,b)|, y si tomamos como

vectoru el j = (0, 1), queda g—?(a, b) = f,(a,b)|.

4) Si consideramos la “curva de nivel” de la funcion f que pasa por el punto (a, b), donde f sea
“diferenciable”, cuya ecuacion cartesiana es If (x,y) = f(a,b), y consideramos uno de los vec-
tores unitarios tangentes a dicha curva en el punto citado (vector unitario en la direccion de la
recta tangente a la curva en dicho punto, con cualquiera de los dos posibles sentidos), se tiene que
la “derivada direccional” correspondiente a ese vector unitario tangente, calculada por limite co-
mo dijimos en la pag. 1, tendra que valer cero.

En efecto, por la idea de recta tangente a una curva, para valores muy pequefios de la variable ¢,
el punto incrementado en la direccion del vector tangente a la curva estard mucho mas préximo a
dicha curva de nivel que la distancia t que lo separa del (a, b), con lo cual los valores de la fun-
cion f en el numerador del limite tienden a ser iguales, siendo su diferencia en valor absoluto
mucho menor que el valor de t. Por tanto, el limite de ese cociente sera cero.

Pero, por lo dicho en el apartado 2) anterior cuando f es “diferenciable”, los tinicos vectores
unitarios que dan “derivada direccional” cero en (a, b) son los dos vectores perpendiculares al
vector gradiente en ese punto. Conclusion: El vector unitario tangente a la “curva de nivel” que
pasa por el punto (a, b) tiene que ser uno de esos dos vectores perpendiculares al “vector gra-
diente” en dicho punto, con lo cual el mismo sera perpendicular a la curva de nivel en (a , b).
Ademas, el sentido del vector gradiente en ese punto sera hacia la regién del plano donde estén
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los valores mayores de la funcién, pues en su misma direccion y sentido la “derivada direccional”
sera positiva y la funcidn entonces sera creciente (esa derivada direccional sera el médulo de
dicho vector gradiente, pues es ¢ = 0, como dijimos en el apartado 2).

5) Dada una curva cualquiera del plano de ecuacién flx,y) =0, siempre podemos interpretarla
como curva de nivel cero de la funcion z = f(x,y). Pues bien, si P(a ., b) es un punto de dicha
curva donde la funcion f sea “diferenciable”, la recta tangente a la curva en P tendra por ecuacion

fela,b) - (x—a)+fy(a,b)- (y=b) =0

va que el “vector gradiente” de f en P, de componentes f,(a,b) y f,,(a, b), es perpendicular a
dicha recta (en la Seccion 8.3 se establece que cuando tenemos una recta que pasa por (a, b), de
ecuacion A(x —a) + B(y — b) = 0, los coeficientes A y B son las componentes de un vector
normal o perpendicular a dicha recta).

Ejemplo importante: En un mapa topografico de una zona cualquiera, con ciertas curvas de nivel
representadas, la funcion que corresponde a esas curvas de nivel es la altura z (en metros) sobre
el nivel del mar de cada punto del terreno, cuyas variables independientes son las coordenadas
(x,y) de dichos puntos en ese mapa (los cuales forman el dominio de esa funcién de dos varia-
bles). Si nos situamos, por ejemplo, en un punto P de la curva de nivel de 1.500 metros que corres-
ponda sobre el terreno a una montafia, sabemos que z(P) = 1.500. Para fijar ideas, podemos
suponer que esa curva de nivel es cerrada y representa sobre el mapa todos los puntos de las
laderas de la montafia donde la altura se mantiene a 1.500 metros. Ademas, la region del mapa
encerrada por esa curva de nivel corresponderia a la parte de la montafia que tiene mayor altura
que 1.500 metros (incluida la cima). Pues bien, el “vector gradiente” de la funcioén altura z(x, y),
en el punto P elegido en la curva de 1.500 metros, sera perpendicular a dicha curva de nivel en
ese punto P y con sentido hacia la regidn con alturas mayores. Y el médulo de dicho vector gra-
diente serd mayor o menor, segun que la “velocidad de variacion de la altura” sea mayor o me-
nor cuando empecemos a subir por la ladera a partir de P, perpendicularmente a la curva de nivel
(si la pendiente inicial es grande, tendra un modulo grande, y si la pendiente inicial es pequeiia,
tendra un modulo pequefio).

Para seguir la trayectoria de méximo ascenso en todo punto, partiendo de P hacia la cima, hay
que iniciar la marcha en la direccion y sentido del citado “vector gradiente” correspondiente al
punto P vy, luego, a medida que vayamos subiendo, cambiar la direccion de la trayectoria en
funcion de los nuevos “vectores gradientes” de los puntos por donde vayamos pasando (esa tra-
yectoria es la misma que seguiria el agua de la lluvia, en sentido inverso, cuando bajase por la
ladera pasando por los puntos de nuestro recorrido y que iria a parar al punto P inicial, ya que el
agua sigue la maxima pendiente en todo punto de su recorrido, por gravedad).

Otro ejemplo: Sea la funciéon z = x2 + y? , cuyo dominio A es todo R? (continua en todo el
dominio por ser funcion elemental). Tenemos ademas z, = 2x y z, = 2y, que existen y son
también continuas en todo R2. Por tanto, al ser continuas sus dos derivadas parciales primeras en
cualquier punto del plano, su “dominio de diferenciabilidad” sera todo R?, segin una conocida
propiedad (ver Seccion 6.3).

Entonces el “campo vectorial plano de los vectores gradiente” es: Vf(x,y) = (2x, 2y), para todo
punto (x,y) del plano. Por ejemplo, para el punto (3,—2) el vector gradiente es Vf(3,—2) =
(6,—4).

Y podemos hacer las siguientes consideraciones:

] - . - o .
a a_é’ (3,-2)=(6,—4)ou=6-u; —4-u,,siendou = (uy,u,) un vector unitario cualquiera.

Ast, por ejemplo, para U = (—%,\/;) , se tiene: %(3, -2)=6" (—%) -4 \/; =-3-2V3,

4 Anatael Cabrera de Armas



VECTORES GRADIENTE Y DERIVADAS DIRECCIONALES

luego la funcion es decreciente en el punto dado, en la direccion y sentido del vector 1 dado. Y
su velocidad de decrecimiento es |—3 —2v3 | =3+2V3.

b) Sinos piden, por ejemplo, la “derivada direccional” de f en el punto (3, —2) segun la direccion

y sentido del vector v = (1,—1), cuyo modulo es \/E , habra que obtener primero el vector
unitario con la misma direccidon y sentido que el vector dado, para lo cual dividimos las dos

. . . o - 1 1
componentes de dicho vector por el modulo del mismo. Ese vector unitario es U = (\/—7, - \/_E)'
Ahora si podemos hallar la “derivada direccional”:

of g oy L g ()10
L6-0=2LG-2=65-4 ( ﬁ)_ﬁ_sﬁ

que nos indica funcién creciente en el punto dado, en la direccion y sentido del vector ¥ dado,
con velocidad de crecimiento 5v/2 .

¢) El valor maximo de todas las “derivadas direccionales” en el punto (3,—2) es el médulo del
“vector gradiente” en ese punto: /62 + (—4)2 = +/52. Y el valor minimo de todas las “derivadas
direccionales” en ese mismo punto es —/52. Ademas, podemos decir que la derivada maxima se
obtiene en la direccion y sentido del “vector gradiente” y la derivada minima se obtiene en la
misma direccidn, pero en sentido contrario. Nétese que, en efecto, las derivadas direccionales que
habiamos calculado estan entre este minimo y este maximo: —V52 < —3 — 2v/3 < 5v2 < /52

d) Comprobemos por calculo que la “derivada direccional” segtn la direccion y sentido del vector
gradiente en (3, —2) da+/52 : Buscamos el vector unitario con la misma direccion y sentido que

el vector gradiente ¥ = Vf(3,—2) = (6,—4). Estees U = (\/%, —\/%) . Por tanto:

of _ 3 oy Vo= (6 —d)o (Lt _ t)_36 16 52 _
~=(3,-2) =5-(3,-2) = Vf(3,-2) o U = (6,—4) (m, m)_m+m_m_\/§

e) La “curva de nivel” de la funcion f que pasa por el punto (3,—2) es , donde k
tiene que ser el valor de la funciéon en dicho punto (ver Seccion 5.1). Por tanto, dicha curva sera

(circunferencia de centro el origen y radio vV13). Pues bien, el “vector gradiente”

de la funcidn en el punto P(3 , —2) sera perpendicular a esa curva de nivel.
En efecto, el segmento OP es un radio de la circunferencia, luego sera perpendicular a la misma.

Por tanto, el vector 0P = (3—0,—2—0) = (3,—2) también sera perpendicular a la circunfe-

. . . _9 r
rencia. Pero el vector gradiente en el punto P es (6,—4) vy, al ser proporcional a OP, tendra la
misma direccion. En consecuencia, el vector gradiente también sera perpendicular a la curva de
nivel, como habiamos dicho.

Vectores gradiente y derivadas direccionales de funciones de tres variables

Lo dicho anteriormente para funciones de dos variables puede extenderse a funciones de tres va-
riables de un modo analogo.

El “vector gradiente” en cada uno de los puntos del espacio donde basta que f(x,y, z) sea “deri-
vable” es un vector de tres componentes, las cuales coinciden con los valores de las tres derivadas
parciales primeras de f en dicho punto.

Sin embargo, los “vectores gradiente” se consideran casi siempre en puntos donde la funcién sea
“diferenciable” (mas que “derivable”) por la importancia de esta propiedad en lo que sigue, como
ocurre con las funciones de dos variables.

Entonces el “campo vectorial en el espacio” de los vectores gradiente es

Vf(xy,2) = (fe(6,,2), f,(x,9,2), f(x,7,2))
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para cada punto (x, y, z) donde la funcion f sea “derivable”. (Este “campo vectorial” es una “fun-
cién vectorial” de tres componentes y tres variables independientes).

Se define la “derivada direccional” en un punto “interior” (a,b,c) del dominio de f(x,y, z),
segun la direccion y sentido de un vector unitario cualquiera i = (u; ,u, , U3), como un limite
analogo al dado para dos variables (pag. 1). Es decir:

af , fla+tu;,b+t-u,, c+t-uz)—f(a,b,c)
—=(a,b,c)=lim
ou t—>0+ t

Y se tiene asi mismo el Teorema que garantiza que en cualquier punto (a, b, ¢) donde f sea “dife-

renciable”, existe la “derivada direccional” segin la direccion y sentido de cualquier vector uni-

tario U, siendo dicha derivada el producto escalar del “vector gradiente” de f en (a, b, ¢) por el
—

vector u:

%(a, b,c) =Vf(a,b,c) o = fy(a,b,c) u + f,(ab,c) - u, + f,(a,b,c) - us

donde U = (uq,uy, u3), cumpliendo la condicion y/u? + uZ +u3 = 1.

Y al ser entonces Z—; (a,b,c) =|Vf(a,b,c)| - cos a,donde a es el angulo no obtuso que forma

el “vector gradiente” en (a, b, ¢) con el vector U, se tiene que el valor méximo de todas las deri-
vadas direccionales de la funcidn, calculadas en el punto, es el modulo del “vector gradiente” en
dicho punto. También que el valor minimo de todas las derivadas direccionales de la funcidn, cal-
culadas en el punto, es el opuesto del modulo del “vector gradiente” en dicho punto.

Y, como en este caso trabajamos con vectores del espacio, hay infinitos vectores unitarios i que
son perpendiculares el “vector gradiente” en el punto (a, b, ¢), los cuales nos daran “derivadas di-
reccionales” que valen cero (dichos vectores estaran en el plano que pasa por (a,b,c) y es per-
pendicular al “vector gradiente”).

O sea, también se cumple |—|Vf(a,b,c)| < % (a,b,c) < |Vf(a,b,c)|, para todo U unitario.
Y en la relacion anterior, la igualdad del lado derecho se dara cuando
U= ( fx(a,b,c) fy(ab,c) fz(a,b,c) )
I7f(ab,o)l ” |Vf(abe)l’ [Vf(ab,c)l
ya que éste es el vector unitario que tiene la misma direccion y sentido que Vf(a, b, c).
Mientras que la igualdad del lado izquierdo se dara cuando tomemos el opuesto del vector unitario

anterior, que tiene la misma direccion que Vf(a, b, ¢) pero sentido contrario.

Y si consideramos la “superficie de nivel” que pasa por el punto P(a, b, c), donde f se supone
“diferenciable” (superficie de ecuacion |f(x,v,z) = f(a,b,c)]), resultara que el “vector gradien-
te” en ese punto P es perpendicular a dicha “superficie de nivel”, y estd orientado hacia la region
del espacio donde los valores de la funcion f sean mayores que f(a, b, ¢).

Por ultimo, dada una superficie del espacio de ecuacidn |[f(x,y,z) = 0], siempre podemos inter-
pretarla como “superficie de nivel cero” de la funcion w = f(x, y, z). Entonces, si P(a, b, c) es
un punto de dicha superficie donde la funcidn f sea “diferenciable”, el plano tangente a la super-
ficie en P tendra ecuacion:

fe(ab,0) (=) + f(@,b,¢) (v = b) + f,(a,b,0)  (z—c) =0

ya que el “vector gradiente” de f en P, de componentes f,(a,b,c), f,(a,b,c) y f;(a,b,c), es
perpendicular a dicho plano (recuérdese de la Seccion 8.7 que si tenemos un plano que pase por
(a,b,c),deecuacion A(x — a) + B(y — b) + C(z — ¢) = 0, un vector normal o perpendicular
a dicho plano es el de componentes escalares A4, B y C).
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Nota importante: A su vez, una consecuencia de lo anterior es que podemos escribir facilmente la
ecuacion del plano tangente a la grafica de una funcion z = f(x, y) en un punto (a, b, f(a, b))
de la misma, cuando f sea “diferenciable” en el punto (a, b) de su dominio.
En efecto, dicha grafica (que normalmente es una region de superficie del espacio) puede inter-
pretarse como “la superficie de nivel cero” de la funcién de tres variables w = f(x,y) — z , cuya
ecuacion serd f(x,y) —z = 0 obien z = f(x,y), siendo P(a,b, f(a, b)) un punto de la misma
(caso anterior). Pero la funcion w tiene “vectores gradiente” de la forma (£, (x,y), f,, (x,¥), —1).
Por tanto, el plano tangente a esa superficie en el punto P tiene ecuacion:
fx(a,b) - (x —a) + f,(a,b) - (y —b) + (=1) - (z— f(a,b)) = 0

que puede escribirse mas facilmente como:

z—flab)=fi(ab) (x—a)+f,(ab) (y—b)
Obsérvese el parecido con la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion de una va-
riable y = f(x) en el punto P(a, f(a) de la misma, cuando f sea “diferenciable” (o sea, deri-
vable) en x = a, la cual es como sabemos |)7— f(a) =f'(a) (x—a).

2 2
Ejemplo: Sea la funcion w = x: + y? + z2 , cuyo dominio A es todo el espacio R3 (continua en

todo punto por ser “funcion elemental”). Sus derivadas parciales primeras son wy = x/2 ; w,, =
2y/9 ; w, = 2z. Las cuales existen y son continuas en todo R3, luego la funcién dada es “dife-
x 2y
2’9

renciable” en todo el espacio. Por tanto, Vw(x,y,z) = ( , ZZ), para todo (x, y, z) del espacio.

2 2
Dado ahora el punto P(0,3,0), la “superficie de nivel” que lo contiene es: xT + y? +z2=1|,

pues w(0,3,0) = 1. Esta superficie es un “elipsoide” de centro el origen y semiejes 2, 3 y 1,
donde los tres ejes de coordenadas son ejes de simetria de la superficie y la cortan perpendicu-
larmente, siendo P uno de los puntos de corte con el eje OY (Ver Seccion 8.9). Y el “vector gra-

diente”en P es Vf(0,3,0) = (0 ,%, O). Observamos que tiene la direccion del eje OY y sentido

concordante con el sentido positivo sobre dicho eje. Por lo tanto, estamos comprobando que el
“vector gradiente” en P es perpendicular a la “superficie de nivel” en ese punto v su sentido es
hacia la parte exterior del “elipsoide” (donde la funcidén toma valores mayores que 1).

Y si nos preguntan ahora por el posible crecimiento o decrecimiento de la funcion dada en el pun-
to P dado, en la direccion y sentido del vector ¥ = (—1,2, —2), tendremos que hallar el médulo
de este vector y, si no es unitario, tendremos que dividir sus tres componentes entre dicho modulo
para obtener el vector unitario % que tenga la misma direccion y sentido que v. Luego hallaremos

la derivada direccional correspondiente y veremos si es positiva, negativa o cero.

1 2 2

Veamos lo que pasa: |3 = /(=1)2 + 22+ (=2)2 =3, luego & = (—5 3 3)- Ademas,

sabemos que Vf(P) = (0, % ,0) , con lo cual Z_,C,(P) = %(P) =Vf(P)ou =4/9.En conse-
cuencia, la funcién crece en el punto P, en la direccién y sentido del vector ¥. Pero ademds
podemos afirmar que la velocidad de crecimiento, cuando estamos en P 'y comenzamos a despla-
zarnos en la direccién y sentido de v es 4/9 (unidades de medida de w / unidades de longitud).

Por ejemplo, si w nos da la temperatura (en grados centigrados) en cada punto del espacio y
estamos midiendo la longitud en centimetros, la velocidad de crecimiento en P cuando nos des-

., . S 4 .
placemos en la direccion y sentido del vector U sera 5= 0'444... (grados/centimetros).

Otro ejemplo: Sea la funcion w = z — /x% + y2 de dominio R? (continua por ser “funcién ele-

mental”), cuyas derivadas parciales primeras son:
x y

Wa = T e 0 W T T e

; wy=1
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las cuales existen y son continuas en R3 —{(0,0,2) : z€ R1}. o sea en todo el espacio menos
los puntos del eje OZ. Por tanto, ese es el “dominio de diferenciabilidad” D de la funcién dada
(recuérdese que si las derivadas parciales son continuas en un punto, la funcion es “diferenciable”
en dicho punto; Seccion 6.3).

La “superficie de nivel cero” de la funcion dada es z = \/x? + y? (“semisuperficie conica”, de
revolucion, de vértice el origen de coordenadas y de cotas no negativas, o sea la mitad superior
de la “superficie conica” de revolucién de ecuacidén x? + y? — z2 = 0 ; ver seccion 8.9).

El origen de coordenadas es punto de esa superficie de nivel, pero la funcién no es “diferenciable”
en dicho punto. Luego no podemos aplicar la ecuacion del plano tangente en el origen, que seria
w,(0,0,0) - (x —0) +w,(0,0,0)-(y —0) +w,(0,0,0):(z—0)=0
pues las dos primeras derivadas parciales no existen, pero es que, geométricamente, dicho plano
tangente no existe al ser el origen de coordenadas “vértice” de la superficie. En efecto, ningiin
plano que pase por ese “vértice” cumple las condiciones de ser tangente a la superficie en dicho
punto (pues no hay una pequefia region de la superficie que rodee totalmente al “vértice” y una
pequefia region del plano que también lo rodee, de modo que todos los puntos de una y otra region

estén tan cerca entre si que practicamente esas dos regiones parezcan ser la misma).

Sin embargo, en otro punto cualquiera (a ,b,Va? + b2),cona # 0 0 b # 0, de la “semisuper-
ficie conica” mencionada, habra plano tangente y su ecuacion seré:

a

b
_m'(x_a)_ﬁ'(y—b)+1-(z—Va2+b2)=o

Por ejemplo, en el punto (4, —3, 5) de la superficie mencionada, la ecuacion del plano tangente
sera:

—S(x =+ +3)+(z—5) =0
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