FORMULA DE TAYLOR CON DOS Y TRES VARIABLES

(Prerrequisitos: Formula de Taylor con una variable. Derivadas parciales. Diferenciales de
funciones de una y varias variables)

Introduccion

Ya vimos la Férmula de Taylor (o el desarrollo de Taylor) para funciones reales de una variable
real, segun la cual los valores de una funcién f(x) en un cierto entorno de un punto x = a de su
dominio, teniendo f derivadas continuas sucesivas hasta la de orden n en el punto a, pueden po-
nerse como suma de los valores de un polinomio (llamado “polinomio de Taylor de orden n co-
rrespondiente al punto a’) con los valores de otra funcidn (Ilamada “resto de Taylor de orden n
correspondiente al punto a”), teniendo la particularidad esta tltima funcion de tomar valores muy
proximos a cero en los puntos del entorno que estén muy cerca de a . Asi, teniamos:

n
fla+h) =f(a) +12 (“) ) (‘” WP A D o™ ()

siendo el polinomio de Taylor la parte del segundo miembro que va desde el primer término hasta

el penultimo, y siendo el resto de Taylor en forma infinitesimal el tltimo término. En esta formula

la inica variable es el incremento h de la variable independiente de la funcion f(x), y se cumple

lim o0 _ 0
hﬂ.

-0

o sea que el resto de Taylor de orden n tiende a cero mas ripidamente que 4", cuando h — 0 (eso
es lo que significa la notacion o(A™) utilizada).

De la propiedad del resto de Taylor de tender a cero muy rapidamente cuando # — 0 resulta la
llamada “férmula de aproximacion de Taylor de orden n en el punto x = a”, valida solamente
para |A| suficientemente pequefio:

n
fla+m~f@+TQ p e L@ g2y 4@ n

donde el error cometido al aplicar esta aproximacion cumple: ||error| < |h|", si el valor abso-
luto de /4 es suficientemente pequefio. Vemos que entonces el error disminuye con la disminucion

de |h] y con el aumento de n.

Basta que hagamos el cambio de variable ja + & = x|, con lo cual hay que sustituir 4 por x — a,
y la anterior Férmula de Taylor queda escrita del siguiente modo equivalente:

F@) = F@+5Q - a) + EQ . (x — )2+ LD (x — gy 4 o[ (x — @)"]

21

que, en el caso a = 0, se llama “desarrollo de MacLaurin de orden n de la funcion f(x)”.

Pues bien, ahora vamos a establecer la Formula de Taylor andloga para funciones reales de dos
variables reales y la que corresponde a funciones reales de tres variables reales, todas de gran im-
portancia en aplicaciones.

Desarrollo de Taylor de una funcién de dos variables

Nos limitaremos al desarrollo de Taylor de orden 3 (n = 3) para funciones reales de dos variables
reales (que, junto al desarrollo mas corto de orden 2 analogo, son los mas utilizados).
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TEOREMA DE TAYLOR (desarrollo de orden 3 para funciones reales de dos variables reales):
Si la funcién f(x, y) posee derivadas parciales continuas hasta las de orden tres en un entorno del
punto (a, b) interior de su dominio, se tiene:

fla+hb+k) =f(ab)+1-[f(ab) h+fy(ab) k] +- [fx(ab)-h* +
+2 - fy(a,b) - hk + f,y(a,b) - k2] + 31 foxx(@b) - B + 3+ frxy(a,b) - Kok +

+3 - fyyy(a,b) - hk? + fyy,(a,b) - k3] + 0 [ (“ W+ ke )3 ]

donde la variable /4 representa un incremento cualquiera (positivo, negativo o cero) de la variable

independiente “x” y donde la variable k representa un incremento cualquiera (positivo, negativo
(194

o cero) de la variable independiente “y”, con la tinica limitacion de que el punto (a + 4, b + k)
pertenezca al dominio de la funcion f.

Obsérvese que el orden de la formula coincide con el mayor orden de las derivadas parciales que
intervienen en la misma.

El ultimo término del desarrollo se llama “resto de Taylor de orden 3 en forma infinitesimal” y
sus valores son la diferencia entre los valores de la funcion en los puntos (a + 4, b + k) y los
correspondientes valores del “polinomio de Taylor de orden 3”, formado por todos los términos
restantes del segundo miembro. Y se demuestra que dicha funcion tiende a cero mas rapidamente

> 3
que (\/ h® + k2 ) cuando (4, k) — (0,0). De ahi su notaciéon como “infinitésimo de orden supe-
rior a esta ultima funcién”. (Ver Seccion 3.4).

> 3
Por tanto, para | 4| vy | k]| suficientemente pequefios podremos suponer ||resto| < (\/h + k2 ) ,

pero esto no ocurre del mismo modo para todas las funciones (para unas se cumple sin necesidad
de que los incrementos sean demasiado pequeflos, y para otras empieza a cumplirse solamente
cuando los incrementos son ya muy pequefios). Por tanto, nunca estaremos seguros de que se
cumpla la anterior desigualdad para unos determinados incrementos fijos que estemos usando.
Sélo podremos decir que “posiblemente se cumpla la desigualdad” y debemos saber que, cuanto
menores sean los valores absolutos de todos los incrementos que usemos, mas probabilidad hay
de que se cumpla la desigualdad.

Notese que hay una gran analogia entre esta ultima férmula de Taylor y la (1) que corresponde a
funciones de una variable, cuando tomemos ésta con n = 3. En efecto, el segundo miembro de
esta ultima empieza por f(a, b) y aquella comenzaba por f (a). El segundo término de ésta puede
df(ab) _ fe(ab)h+fy(ab)k af(@ _
1! 1! 1!
(Ver Seccion 6.3). De igual modo, el tercer término de esta ltima formula puede resu-

2 2
d2f (a,b) 4@ Analogamente,
21 2!

d3f(a,b)
3!

resumirse en

f'(@)h
SI

mientras que el segundo término de (1) era

mirse como y el tercer término de la formula (1) se puede escribir

los cuartos términos de ambas formulas pueden expresarse en las formas equivalentes

a*f (@)

31
Pero ademds, si escribimos la formula (1) conn = 3, su resto seria 0(4>). Y el resto de esta tltima
formula generaliza el anterior, pues cuando hay un solo incremento 4, la expresion dada

3 3
0 [(\/hz + k2 ) ] se reduce a o [(\/?) ] = o(|h|®) , que podemos escribir o(h3) (pues si

|h| = 0 también h — 0 y viceversa).
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Para justificar lo dicho anteriormente, vemos a continuacion las diferenciales segundas vy terceras
para funciones de una variable y para funciones de dos variables:

“La diferencial segunda” de una funcion de una variable se establece asi:

d2f (x) = d[df ()] = d[f'(x) - h] = [df ()] -h = [f"(x) - h] - h = f"(x) - ]

y de manera similar se establece “la diferencial segunda” de una funcién de dos variables:

d*f(x,y) = d[df (x,y)] = d[fe (6, ¥) - h + f,(x,y) - k] = [dfc(x,9)] - h +
+ [dfy(x'Y)] k= [fix(x,y) - h+ fxy(er) “k]-h+ [fyx(x'Y) h +fyy(xry) k] k=

= fxx(x'Y) : hz +fxy(x'3’) - kh +fyx(er) - hk +fyy(x'3’) - k?

y como suponemos en el Teorema de Taylor que todas las derivadas segundas son continuas, tene-
mos que fry (x,y) = fyx(x,¥) , conlo cual se concluye (para el Teorema de Taylor):

2 (6, Y) = fux(Y) B + 2 f (6,9) - hk + £, (6, 9) - K

Esta expresion de “la diferencial segunda” se parece al desarrollo del cuadrado de un binomio,
por lo cual se le suele también recordar a través de un cuadrado simbélico asi:

2 _ (9% ;2 0% 42 9%f 2 6f 3*f 1 2
Pfy) = (h+= k)f—(axzh +2-2 hk+ay2k)f— oL +2 L+ Lk

De modo analogo, se obtienen “las diferenciales terceras” de una funciéon de una variable y de
una funcién de dos variables, que aparecen en los cuartos términos de los respectivos desarrollos
de Taylor, sustituidas en el punto x = a o en el punto (a, b):

d3f(x) = f""(x)- k%]  (para una variable)

|d3f(ny) = fxxx(x: y) i h3 +3- fxxy(x'y) ) hzk +3- fxyy(x:y) i hkz + fvvv(x:y) ) kg‘
(para dos variables)
Y también se usa para esta tltima un cubo simbolico asi:

d 5} a3 6 a3
d3f(x,y)=($h+5k) f=35ht 4350 S hk? 4+ Lk

Ahora, de la propiedad del resto de Taylor se deduce la “férmula de aproximacion de Taylor de
orden 3 en el punto (a,b)” para funciones de dos variables, que usando las diferenciales ante-
riores es:

d*f(ab) | d*f(ab)
21 3l

fla+hb+k) =~ flab)+2L2

valida para incrementos % v k pequefios en valor absoluto (cuanto mas pequefios ambos, mejor).

3
Y se tiene ||error| < (\/ W + k2 ) , cuando |/| v |k| sean suficientemente pequefios.

Lo anterior ocurre porque el error cometido al aplicar la “féormula de aproximacién” es pre-
cisamente el valor del resto (eliminado de la férmula de Taylor principal, la cual es exacta).
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Nota 1: También podemos escribir la formula de Taylor de orden 3 para funciones de dos variables
haciendo los cambios de variables|a + & = xy |b + k = y|, con lo cual habra que sustituir h por
X — a asi como sustituir k por y — b, obteniéndose:

fx,y) = f(a,b) + EHODEDBEDOD 4 o |([r= a2 + (7 = b)? )3]

1!

Nota 2: Finalmente, la formula de Taylor de orden 2 (reduccion de la de orden 3 dada ante-
riormente), tiene como resto de Taylor en forma infinitesimal la siguiente expresion

0 [ (Vi* + k2 )2] = o(h? + k?)

Por tanto, podemos escribir:

2
fla+hb+k)=f(ab)+L42 1+ D 4 52 4+ k2)

Y también se puede agrandar la férmula de Taylor de orden 3 en un punto (a , b), hasta la de
ordenn (n > 3). siempre que la funcion f (x, y) admita todas las nuevas derivadas parciales hasta
las del orden n inclusive en un entorno de (a, b), v que sean todas continuas en dicho entorno .

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto (—1,2) correspondiente a la
funcion z = In(x +y) — 3x% + 2y2. Y utilizarlo para calcular una aproximacion del valor de
esta funcion en el punto (—0'8,1'9), dando una posible cota superior del error cometido.

El dominio de la funcion es el semiplano definido por la inecuacion x + y > 0, cuyo borde no
perteneciente es la recta de ecuacion y = —x (bisectriz de los cuadrantes 2° y 4°), el cual incluye
todos los puntos del primer cuadrante, entre otros muchos. El punto dado (—1,2) pertenece a
dicho dominio, pues (—1) +2 =1 > 0. Y como no esta en su borde, sera punto “interior” del
mismo.

Sus derivadas parciales hasta las de orden 3 son:

1 1 1
Z,=——6x ; z,=—+4 D Zyy = — — ;
X x4y ’ Y o ox+y TAY 5 Zxx (x+y)2 ’
1 1
Ty = Zyy = ———— I Zyy = — 4 - g =t
xy yx (x+y)2 7YY (x+y)? + POTER T (x4y)3

y las demas derivadas parciales de orden 3 son iguales a z,,,. Vemos que existen todas y son
continuas (por ser funciones elementales) en un cierto entorno del punto (=1, 2) (podemos tomar
un entorno circular de dicho punto, cuyo radio sea un nimero menor que la distancia del mismo
alarectay = —x).

Por tanto, se cumplen las condiciones de la hipotesis del Teorema de Taylor (de orden 3, para
funciones de dos variables) y entonces podemos aplicarlo:

Los valores de la funcion y de sus derivadas parciales hasta el orden 3 en el punto dado son:

f(1L2)=5; ff(-1,2)=7; f,(-1,2) =9 ; fix(-1,2) ==7 ; fiy(-1,2) = -1 ;
fyy(_li 2)=3; fixx(-1,2) = fxxy(_liz) = fxyy(_lr 2) = fyyy(_l:z) =2

con lo cual el desarrollo de Taylor es:

1
f(=1+h2+k)= 5+7h+9k+5(—7h2 — 2hk + 3k?) +
3
+ 1@ + 6%k + 62+ 2k%) + o [(\/hz rk?) ]

o bien
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f(=1+h2+k)=5+Th+9%k —2h* — hkc + k2 + 2 + W'k + hk? + 2 +
+o(h2 + k2)32)

Utilicemos ahora el anterior desarrollo para obtener una aproximacion del valor de la funcién en
el punto (=08 , 1'9). Se trata de aplicar la correspondiente formula de aproximacion de Taylor,
que resulta de quitar el resto y poner el simbolo ~ de aproximacion en vez de = en la formula
anterior:

Igualando —1 + 4 con —0'8 resulta . E igualando 2 + k con 1’9 resulta . Se

tiene entonces:
f(~0'8,1'9) ~ 5+ 14 =09 —2- 004+ 002 +>- 001 +- 0008 — 0004 + 0002 — 3 -

0001 =55—7-002+ 002 +¥+°";ﬁ—0'002—$= 5%5—6-002+ 0015 +

0007 [/ — = _ N f f —| g
T—OOOZ—SS 012+ 0013 +0'00233...=5’395333...

Y una posible cota superior del error cometido en valor absoluto es:

3
(Vi* +k?) = (V002 +001 )’ = 01053 = V0000125 =0°011180._]

Como los incrementos utilizados son pequefios, puede que el valor absoluto del error verdadero
cometido en esta aproximacion sea en efecto menor que esta cota, pero pudiese no ser asi, ya que
no son muy pequeilos (la posibilidad de que el valor absoluto del error verdadero sea menor que
la cota anterior aumenta cuando disminuyen los valores absolutos de los incrementos utilizados).
Veamos: El valor exacto de la funcién en el punto (—0'8,1'9), obtenido utilizando una cal-
culadora es 5°395310..., luego el verdadero error cometido al aplicar la formula de aproximacion
de Taylor es aproximadamente 0000023 (y vemos que es mucho menor que la cota 0°011180...).

Calculemos ahora la nueva aproximacion de f(—0'8,19) que se obtiene al aplicar la férmula de
aproximacién de Taylor de orden 2, en vez de la de orden 3 como hicimos anteriormente (misma
funcion y mismo punto de referencia, con lo cual tenemos también los mismos incrementos de
las variables: A = 02y k = —0'1, pero ahora es n = 2).

La formula de aproximacion de Taylor de orden 2 en el punto (a , b) es:

fe(@b)yhtfy(@b)yk frx(@b)-h*+2fyy (a,b)+fyy(a,b)
1! 21

f(a+hb+k)=f(ab)+

°Por tanto, sustituyendo los valores de la funcion y de las derivadas en (—1,2), tenemos:

f(=1+h2+k)=5+7h+9 — %hz — hk + %kz , siendo posiblemente |error| < h* + k2.

Y al sustituir 2 = 02y k = —0'1, tenemos:

f(=018,19) = 5+1'4—0'9—2-0'04+0'02 + 2.001=55-7-002+002+
+0'015 =[5°395

Siendo una posible cota superior del error cometido en valor absoluto: 4> + k? = (la cota
ha crecido respecto al calculo anterior hecho con n = 3). Y como el valor exacto que habiamos
obtenido con la calculadora es 5°395310... , el verdadero error en valor absoluto es en este caso
0°000310... (mayor que el cometido en el calculo aproximado anterior, pero sigue siendo menor
que la nueva cota e incluso que la anterior, luego es un resultado muy bueno).
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Otro ejemplo: Hallar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto (1t/6, /3) correspondiente a
la funcion z = sen (2x — y)+cos (x+ y)+ 2. Y utilizarlo para calcular una aproximacion del

valor de esta funcion en el punto ((r/6) — 02, (m/3) + 0'3), dando una posible cota superior
del error cometido.

El dominio de la funcién es todo R?, con lo cual el punto dado es “interior” del mismo. Y las
derivadas parciales sucesivas hasta las de orden 3 son:

Zy =2-cos(2x —y)—sen(x +y) ; zy,=-—cos(2x —y)—sen(x +Y);
Zyx = —4-sen(2x —y) —cos(x +y) ; zy, =2-sen(2x —y) —cos(x +y);
Zyy = —sen(2x —y) —cos(X +y) ; Zyxy = —8-c0s(2x —y) +sen(x +y);

Zyxy =4-cos(2x —y) +sen(x +y) ; Zyyy, =—2-cos(2x —y)+sen(x +y);
Zyyy = coS(2x —y) + sen(x +y)

continuas en todo R?, luego lo serdn en cualquier entorno del punto P(1/6, 1/3).
Por tanto, se cumplen las condiciones de la hipétesis del Teorema de Taylor de orden 3 y lo pode-

mos aplicar:

Los valores de la funcidn y sus derivadas parciales en el punto P son:
fP)Y=2; f(P)=1; f,(P)==2; fix(P) =0 fo(P) =0
fyy(P) =0 frixx(P)=-7; fxxy(P) =5 fxyy(P) =-1; fyyy(P) =2

El desarrollo de Taylor es entonces:

-
F(E+nErk)=2+h—2k =20 + 202k = 2ak? + 23+ o [(ViF + 12

3

Para calcular valor aproximado de f (/6 — 02, /3 + 0'3) usaremos la férmula de aproxi-
macién de Taylor correspondiente al desarrollo anterior con 2 = =02y k = 0'3. Asi:

7TI7Tl~_I_I Z_l E_l l_/ 1_1 _
f(g—02,§+03)~2 0'2—0'6+2-0'008+2-0'012 +3 - 0'018 + 3 0'027 =

=["257333. ]

Y una posible cota superior del error cometido en valor absoluto es:

3

(Vi* +k2) = (004 +009)° = VO'13% = 0°046872...
Los valores de los incrementos son pequefios, pero no demasiado. Por lo tanto, la cota superior
del error anteriormente calculada puede que funcione, pero no es seguro. Por lo tanto, podemos
estimar que |error| < 0’0469 (aplicando un redondeo por exceso en la cuarta cifra decimal a la
cota obtenida).
En la practica, normalmente, no se tiene el valor exacto (por algo se aplica el desarrollo de Taylor
para obtener una aproximacion), por lo cual nos tendriamos que contentar con saber que el valor
exacto estara probablemente entre los nlimeros

|Valor aproximad0| —la cotaj y |Va10r aproximado| + |1a cotal

En nuestro caso, entre 1°21046... y 1°30420..., con lo cual, abreviando, podemos concluir que
el valor exacto estara probablemente entre 1’21 v 1’31.

En nuestro caso la calculadora nos da el resultado exacto 1°255948...., que esta efectivamente
comprendido entre los valores anteriores. Asi podemos ver el valor absoluto del verdadero error
cometido, que es 0°00138 ... Y comprobamos que se cumplid la acotacion |error| < 0'0469.

Si hubiésemos calculado un valor aproximado de la funcion dada en un punto mas cercano al de
referencia (/6 ,m/3), consecuentemente con incrementos /# y k menores, el valor de la cota
resultaria menor y ademas habria mayor seguridad de que funcione correctamente, con lo cual
podriamos obtener posiblemente varias cifras decimales del resultado exacto).
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Desarrollo de Taylor de una funcién de tres variables

Nos limitaremos al desarrollo de orden 2 para funciones reales de tres variables reales. Se puede
extender este desarrollo a uno de orden 3, obteniéndose una formula de Taylor similar a la que
establecimos para funciones de dos variables, pero resulta muy larga.

TEOREMA DE TAYLOR (desarrollo de orden 2 para funciones reales de tres variables reales):
Si la funcién f(x,y, z) posee derivadas parciales primeras y segundas continuas en un entorno
del punto (a, b, c) interior de su dominio, se tiene:

f@a+hb+kc+l) =f(a,b,c)+%- [fx(a,b,c)-h+ f,(a,b,c) k+ f,(ab,c) 1]+

1
T [fex(@ b, c) - h* + fyy(ab,c) - k? + f,,(a,b,¢) - 12+ 2 fop (@, b,¢) - hk +
+2- fig(@,b,C) - hl+ 2 f,(ab,c) - ki] + o(h® + k2 + 12)

donde la variable 4 representa un incremento cualquiera (positivo, negativo o cero) de la variable

[TPIN

independiente “x”’; donde la variable k representa un incremento cualquiera (positivo, negativo o
cero) de la variable independiente “y”, y donde la variable [ representa un incremento cualquiera
(positivo, negativo o cero) de la variable independiente “z”, con la unica limitacion de que el

punto (a + &, b + k, ¢ + ) pertenezca al dominio de la funcion f.

Obsérvese que el orden de la formula coincide con el mayor orden de las derivadas parciales que
intervienen en la misma.

Como en los casos anteriores, el ultimo término del desarrollo se llama “resto de Taylor de orden
2 en forma infinitesimal” y tiende a cero mas rapidamente que la funcion 4% + k2 + 2, cuando

(h,k,l)> (0,0,0). De ahi su notacion como infinitésimo de orden superior al de esa funcién
h? 4 k2 4 12 cuando (k. k., 1) = (0,0,0)).

De la propiedad del resto de Taylor se deduce la “férmula de aproximacion de Taylor de orden 2
en el punto (a, b, ¢)” para funciones de tres variables, que es:

df(a,b,c) n d?f(a,b,c)

1! 21

f(a+hb+kc+1)=f(ab,c)+

valida para incrementos /4, k v [ pequefios en valor absoluto (cuanto mas pequefios mejor).

De hecho se tiene |lerror| < h% + k2 + 13, cuando |4] . k| y |I| sean suficientemente pequefios.

Esto ocurre porque el error cometido es el valor del resto (que ha sido eliminado). Y el valor W+
k? + 1? se llama “una posible cota superior del error cometido en valor absoluto”.

Nota: La expresion que aparece en el anterior desarrollo de Taylor multiplicada por 1/1! es la
diferencial de la funcion f en el punto (a, b, ¢). Y la expresion que aparece multiplicada por 1/2!
es la diferencial segunda de la funcion f en ese mismo punto. Con lo cual la formula de Taylor
anterior se puede resumir asi:

df(a,b,c) n d?f(a,b,c)

11 21

fa+hb+kc+1)=f(ab,c)+ +o(h* + k% +1%)
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Y para recordar la expresion de la diferencial segunda puede usarse la regla

] ] ? \?
d2f(x,y,2) = (3h+ 5ok +2-1) f(x,9,2)

donde el cuadrado es simbdlico y se desarrolla como

(a+b+c)?>=a%+b%+c?+ 2ab +2ac + 2bc
2
Asi, por ejemplo, el cuadrado del simbolo :—xh nos da el simbolo % h?, que aplicado a flx,y,2)

2
nos da %hz. De igual modo, el producto simbolico de aa_xh por %k nos da el nuevo simbolo

02 . ., 0%*f
mhk, que aplicado a f(x, y, z) nos da la expresion mhk. Etc...

También podemos escribir la formula de Taylor de orden 2 para funciones de tres variables
haciendo los cambios de variables |a + A =x ;b + k=1 ;lc+1 =7, con lo cual habra que
ponerh=x—a;k=y—b y l=z—c,obteniéndose:

fx(ab,0)-(x-a)+fy(ab,c)-(y—b)+fz(a,b,c)(z—c)
f(x,y,2z) = f(a,b,c) + T +

frx(a,b,0)-(x—a)? +fyy(a'bﬂc)'(y_b)2 +fzz(a,b,¢)-(z—c)?

+ +
2!
+ 2:fry(a,b,c)-(x—a)-(¥y—b)+2-fyz(a,b,c)-(x—a)-(z—c)+2-fz(a,b,c)-(y—b)-(z—c) +

+o[(x —a)?® + (yz'— b)? + (z — ¢)?]

Ejemplo: Hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 en el punto (1,0,1) correspondiente a la
funcion w = e**2Y~% 4 3x2y — 2yz% + xyz — 4. Y utilizarlo para calcular una aproximacion
del valor de esta funcion en el punto (1’1, —0'2,0'9), dando una posible cota superior del error
cometido.

El dominio de la funcion es todo R3, luego el punto dado es “interior” del mismo. Y sus derivadas
parciales primeras y segundas son:

Wy = eV 2 L oxy +yz  ; wy,=2-e V7 4 3x2 — 222 + xz
W, = —e V7 —dyz +xy  ; wy, =e¥tV 72 4 6y
Wyy =4. ex+2y—z : Wy, = ex+2y—z _ 4}7
Wyy =224 6x+z § Wy, =—eV 24y o wy, =27 47+«

que también existen y son continuas en todo R3, luego lo seran en cualquier entorno del punto
P(1,0,1).

Por tanto, se cumplen las condiciones de la hipotesis del Teorema de Taylor (de orden 2, para
funciones de tres variables) y entonces podemos aplicarlo:

Los valores de la funcion y de las derivadas parciales obtenidas, en el punto P(1,0,1), son:
fP)==3:P)=1;/,P)=4; f.(P)=-1:fuix(P)=1;f),(P) =4, f,(P) =1}

fxy(P) =9, fe(P)=-1; fyz(P) =-5
Con lo cual el desarrollo de Taylor es:

1 1
f(1+h,0+k,1+l)=—3+h+4k—l+5h2+2k2+§lz+9hk—hl—5kl+

+o(h* + k% +1%)

8 Anatael Cabrera de Armas




FORMULA DE TAYLOR CON DOS Y TRES VARIABLES

Utilicemos ahora el desarrollo anterior para obtener una aproximacién del valor de la funciéon en
el punto (1'1,—02,079). Se trata de aplicar la correspondiente formula de aproximacion de

Taylor, resultante de quitar el resto y poner el simbolo = de aproximacién en vez de = . Igualando
1+ hcon1'1 resulta s = 0'1]. Igualando 0 + k con —0’2 resulta . E igualando 1 + [
con 0’9 resulta asi mismo . Asi:

! ! [ ’ ’ ’ 001 1 001 ’ 1 ’ ’
f(1'1,-02,09) ~ =3+ 01— 08+0"1+—+008+——018+001 - 0'1 ={3°78

Y una posible cota superior del error cometido en valor absoluto es 4% + k2 + [2 = 0'06. Por tan-
to, podemos estimar que |error| < 0'06 .

En este caso también podemos usar la calculadora para conocer el valor exacto de la funcion obte-
niendo f(1'1,—-0'2,09) = —3'78126... Asi, el verdadero error cometido en valor absoluto es
0°00126... que esta por debajo de la posible cota superior dada (a pesar de que los valores abso-
lutos de los tres incrementos no son demasiado pequefios).

Otro ejemplo: Tomemos una funcion sencilla, para que no sea muy largo, pero hallemos un valor
aproximado con incrementos mas pequefios (centésimas en vez de décimas).

La funcion sera w = sen(2x + 3y — z), el punto de referencia (1t /6, —m /6, 0) y queremos valor
aproximado de la funcion en (r/6 — 0’01, —/6 + 0’02, —0'03).

El dominio de la funcion es todo R3, luego el punto dado es “interior” del mismo. Y sus derivadas
parciales primeras y segundas son:

Wy =2-cos(2x +3y —z); wy, =3-cos(2x+ 3y —z); w, = —cos(2x + 3y — z)
Wyx = —4 - sen(2x + 3y — z); wy,, = =9 - sen(2x + 3y — z); w,, = —sen(2x + 3y — z)
Wyy = —6-sen(2x + 3y — z); Wy, = 2-sen(2x + 3y — z); w,, =3 -sen(2x + 3y — z)

que también existen y son continuas en R3, luego lo serdn en cualquier entorno del punto de re-
ferencia P(m/6,—m/6,0).

Por tanto, se cumplen las condiciones de la hipotesis del Teorema de Taylor y podemos aplicarlo:

Para calcular los valores de la funcion y de las derivadas parciales anteriores en el punto P,
conviene saber que el valor de 2x 4+ 3y — z es —1t/6, con lo cual sen(P) = —1/2 y cos(P) =

v/3/2. Tenemos entonces:
f(P)=-1/2; f(P)=~3; f,(P)=3V3/2; f,(P)=—3/2
fex(P) =2 fyy(P)=9/2 s f2z(P) =1/2 fxy(P) =3 fiz(P)=-1 fyz(P) =-3/2

Y el desarrollo de Taylor es entonces:

ud _z —_1 33, V3,292, 1p2 _p 3
FE+R =24k, 041) ==+ V3h+ 22k =1+ 1> + 2k? + 212 + 3hk — hl =kl +

+o(h* + k% +1%)

Queremos ahora calcular una aproximacion de f(w/6 — 0'01,—m/6 + 0'02,0 — 0'03), para lo
cual usamos la formula de aproximacion que se deduce del anterior desarrollo quitando el resto y
poniendo el simbolo = de aproximacion en sustitucion del = :
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FORMULA DE TAYLOR CON DOS Y TRES VARIABLES

f(m/6—001,—1/6+ 002,—0'03) ~
~—0'5—0'01-v3+003-v3+0015-v/3 4+ 00001 + 00009 +
40000225 — 0’0006 — 0’0003 + 0’0009 = —0'5 + 0’035 - V3 + 0’001 + 0000225 =
= —0'498775 + 0'035 - V3

Y dando por conocido el valor de v/3, tenemos finalmente la aproximacién |—0'438153...

Una posible cota superior del error cometido en valor absoluto es: |h2 + k%412 =0'0014], de
donde se concluye que el valor exacto estard entre —0'438153...— 0’0014 = —0'439553... y
—0'438153...4+ 0’0014 = —0'436753... , con bastante seguridad (dado que los incrementos
usados son bastante pequefios). Entonces podemos decir que el valor exacto muy probablemente

sea [-0°43....

Y, efectivamente, obtenido el valor exacto de la funcidon con una calculadora, resulta ser
—0’438203... , con lo cual vemos que el valor absoluto del verdadero error cometido (0’00005
aproximadamente) es mucho menor que la posible cota 0°0014. Por eso el valor aproximado
obtenido tiene 3 cifras decimales exactas y no so6lo dos (pero no podiamos saberlo basandonos
solamente en la cota que teniamos).

10 Anatael Cabrera de Armas



