ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN MAYOR QUE UNO

(Prerrequisitos: Ecuaciones diferenciales ordinarias basicas. Complemento de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Sistemas de ecuaciones lineales)

Introduccion

Una ecuacion diferencial ordinaria (EDQO) de orden # se llama “lineal” cuando pueda adoptar una
expresion de la forma siguiente:

an () ¥+ any () YO Has (x) Y+ ap(x) Y+ @y (x) Y+ ag(x) -y = b(x)

donde las funciones a;(x) (parai = 0,1, 2, 3,...,n) son funciones reales de una variable real, sien-
do Ia funcién a, (x) diferente de la funcidén constante cero y donde b(x) es otra funcién real de
variable real cualquiera. O sea, la ecuacion es de primer grado en la funcidén incdgnita y en todas
su derivadas sucesivas hasta la de orden # inclusive.

En los casos en que la funcién b(x) del seeundo miembro sea la funcién constante cero, la EDO
se llama “lineal homogénea”.

Un caso particularmente importante corresponde a que todas las funciones a, (x), a,_1(x),.....,
az(x), a,(x), a;(x) y ag(x) sean contantes reales (con a, # 0). Se llaman “ecuaciones dife-
renciales lineales de coeficientes constantes”. A su vez, las hay “homogéneas” y “no homogé-
neas” (también llamadas “completas”), segtn sea la funcidon b(x) del segundo miembro.

Y dentro de las que tienen coeficientes variables, son importantes unas que veremos mas adelante,
llamadas “ecuaciones de Euler - Cauchy”, las cuales se caracterizan porque cada coeficiente es
una cierta constante real multiplicada por una potencia del tipo (mx + n)P, con m y n reales fijos,
donde p coincide con el orden de la derivada que acompaiia a ese coeficiente. Es decir, tienen la
forma:

an(mx + )"y ™ + an_y (mx + )"yl 4 4 @y (mx + )2y +
+a;(mx +n)y'+ ayy = b(x)
cona, #0ym # 0.

Recordamos ahora que la “solucion general” de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n es
una familia n-paramétrica de funciones, de la forma F(x,y,C;,C,, ..... ,C) = 0 o bien en forma
explicitay = F(x,Cy,C,..... ,C,), de forma que cada funcion de esta familia, obtenida dandole
valores reales cualesquiera (a veces con algunas limitaciones) a las n constantes, sea una “solu-
cion particular” de la EDO (es decir, la ecuacion se conviertira en una identidad cuando sustitu-
yamos en ella esa funcién y todas sus derivadas).

En las aplicaciones practicas interesan solamente ciertas “soluciones particulares”, que podran
hallarse por métodos numéricos directos o bien determinandolas a partir de las “soluciones gene-
rales” correspondientes, imponiendo ciertas condiciones. Entre ellas, destacan las llamadas “con-
diciones iniciales”, de la forma

y(a@) = by, y'(a) = by, y"(@) = by ..., y*7H(@) = by
(n condiciones en total, para determinar los valores de las n constantes Cy, Cs, ..., C,, que corres-
pondan a la solucion particular que interese).

Ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes

Estas ecuaciones se resuelven hallando por un lado la “solucion general” de la correspondiente
ecuacion homogénea (que resulta de poner la funcion cero en el segundo miembro, cuando la
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dada no lo sea) y por otro lado hallando una tnica “solucion particular” de la ecuaciéon completa
dada (si se trata de este caso). Por tanto:

Si yy es la “solucion general” de la EDO lineal homogénea asociada e y. es la “solucion par-
ticular” hallada para la EDO lineal completa, es y = y. + yy la “solucion general” de la ecuacion
lineal completa.

SOLUCION GENERAL DE UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL HOMOGENEA DE
COEFICIENTES CONSTANTES:

Sea la ecuacion diferencial lineal homogénea de coeficientes constantes

a, y® +a, y® 4. +a,y"+a,y' +agy =0 (a, #0)

Se llama “ecuacion caracteristica” asociada a la EDO anterior, a la ecuacion polindmica de grado
n siguiente:

A A"+ ag AL +a, 2 +ad+ay=0

Nos referiremos a ella en forma resumida como m .

TEOREMA FUNDAMENTAL.:
1) Si @ es una solucion real de multiplicidad m de la ecuacion caracteristica P(4) = 0, las
m funciones eP*, x-eP* x?%.eP* ... , x™ 1. ePX geran “soluciones particulares” lineal-

mente independientes de la EDO lineal homogénea.

2)Si W =a+bi] y A = a — bi| son soluciones imaginarias conjugadas de multiplicidad m de
la ecuacion caracteristica P(1) = 0, las 2m funciones
e .cosbx y e -senbx ; x-e**-coshx y x-e* -senbx;
x2-e®™.coshx y x2-e*™ -senbx ;...... ; x™1.e% . coshx y x™ 1. e . sen bx
son “soluciones particulares” linealmente independientes de la EDO lineal homogénea.

Observaciones:

1) Ser “linealmente independientes” significa que ninguna puede ser obtenida mediante una com-
binacién lineal de las demas (o sea, ninguna puede ser el resultado de multiplicar las demas por
ciertas constantes y sumarlas).

2) Hay tantas “soluciones particulares” linealmente independientes de la EDO como raices totales
tenga la ecuacidn caracteristica, contando cada una tantas veces como indique su posible mul-
tiplicidad, pues las soluciones que correspondan a raices diferentes son siempre linealmente in-
dependientes: Por cada raiz real simple (no repetida), tendremos una solucion particular. Por cada
dos soluciones imaginarias conjugadas simples (no repetidas) tendremos dos soluciones
particulares independientes. Si una raiz real es doble (aparece dos veces), habra dos soluciones
particulares independientes. Etc... Si dos soluciones imaginarias conjugadas son dobles (aparecen
dos veces), habra cuatro soluciones particulares independientes. Etc...

3) Como la ecuacion caracteristica es de grado n, habrd un total de n raices, entre reales e ima-gi
narias conjugadas, contando cada una tantas veces como indique su multiplicidad. Por tanto,
siempre tendremos un numero total de n “soluciones particulares” linealmente independientes de
la EDO lineal homogénea de orden n.
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Ahora damos otro Teorema de gran importancia, relacionado con el Algebra Lineal:

TEOREMA: El conjunto de todas las “soluciones particulares” de una EDO lineal homogénea de
coeficientes constantes, de orden n, es un “espacio vectorial de dimensién n”. Esto quiere decir
que cualquier conjunto de n “soluciones particulares” linealmente independientes del espacio, es
“una base” de dicho espacio; o sea, que si ¥4 (x), y2(x), ...., ¥y, (x) son n “soluciones particula-
res” linealmente independientes e yy (x) es cualquier “solucion particular” dada de la EDO, podra
siempre escribirse yy(x) = C; - y1(x) + C, - yo(x)+.... +Cy - y(x) , donde Cy, C,,...., C, son
ciertos valores reales (unicos para cada yy(x) elegida, de modo que valores distintos de esas
constantes corresponderan siempre a “soluciones particulares” diferentes).

Y damos una consecuencia inmediata o Corolario de este Teorema.

COROLARIO: La “solucion general” de una EDO lineal homogénea de coeficientes constantes
de orden n puede darse como vy =Cy -y +Cy - yyt....4+Cy - 4, siendo las funciones Vi, V2,

.., ¥n las n “soluciones particulares” asociadas a las n raices de la correspondiente ecuacion
caracteristica P(4) = 0 (incluida cada una tantas veces como indique su orden de multiplicidad).

Ejemplos:

1) Hallar la solucion general de y"'— 2y"—3y'=0.

La ecuacioén caracteristica correspondiente es A3 — 242 — 31 = 0, que tiene tres raices reales
simples: 0, 3 y -1. Por tanto, hay tres soluciones particulares asociadas: e®* =1, e3* ye™. Con
lo cual, la solucién general de esta EDO es lyy = C; + Cy - €3* + C5 - e 7.

2) Hallar la solucion general de y"'+y"—y'—y =0.

La ecuacion caracteristica es 13 + 12 — 1 — 1 = 0, que tiene una raiz real simple (1 = 1) y otra

raiz real doble (1 = —1). Entonces tenemos que las tres soluciones particulares asociadas son:

e*, e™™ y x - e *. Luego la solucién general de la EDO es
Vy=C-e*+C-e*+C;-x-e7¥

3) Hallar la solucion general de y"'+ 2y” + 5y’'— 26y = 0.

La ecuacion caracteristica es A3 + 212 + 51 — 26 = 0, que tiene unaraiz real (A = 2) y dos raices
imaginarias conjugadas (—2 + 3i y —2 — 3i). Por tanto, las tres soluciones particulares asociadas
serdn: e?*, e™%* . cos 3x y e ?* - sen 3x. Con lo cual, la solucién general de la EDO es

vy =Ci- e +C,-e 2 - cos3x + Cq- e~ 2* - sen 34

4) Hallar la solucién general de y” — 2y + 2y —4y"+y'—2y = 0.

La ecuacion caracteristica es A% — 24* + 213 — 442 + 1 — 2 = 0, que tiene una raiz real 1 = 2
simple y dos raices imaginarias conjugadas A =i, A= —i dobles (aquia =0y b =1). Por
tanto, las cinco soluciones particulares asociadas son: e?* | cos x , sen x ,x - cOSX y X - Sen x.
Con lo cual, la solucién general de la EDO es

|yH =( -e2x+62-cosx+Cq~senx+C4~x~cosx+Cr,-x~senx|

Hallemos, por ejemplo, la “solucion particular” de la EDO anterior que cumpla las “condiciones
iniciales” y(0) = 3,y'(0) = —1,y"(0) = 0,y"'(0) = 1e y*¥(0) = —2. Derivando cuatro veces
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la “solucion general” obtenida anteriormente, sustituyendo x = 0 en las expresiones obtenidas e
igualando a los valores dados en las “condiciones iniciales”, se tendran las siguientes cinco ecua-
ciones que deben cumplir las cinco constantes Cy, C,, C3, C4 y Cs:
Ci;+C,=3 ; 2C,+C3+C,=-1 ; 4C;—C,+2C5=0 ;
8C; —C3—-3C,=1 ; 16C; +C; —4C5 = -2
Sistema cuya solucién unicaes: C; = 1/25;C, = 74/25,C; = —32/25,C, =1/5;Cs = 7/5.
Por tanto, |y, = 2—11_‘ (e?* + 74 - cosx — 32 -senx + 5x - cos x + 35x - sen x)

SOLUCION PARTICULAR DE UNA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL NO HOMOGE-
NEA DE COEFICIENTES CONSTANTES:

Sea la EDO lineal de coeficientes constantes completa (no homogénea) de orden n:

|a,, L T L +az;y"+a,y'+a, vy +ay = b(x)| (a, #0)

Veremos dos métodos clasicos para determinar una cierta “solucion particular” y. de esta ecua-
cion: 1) Método de coeficientes indeterminados. 2) Método de variacion de las constantes.

IMétodo de coeficientes indeterminados;

Se basa en que la solucion particular buscada tiene, en muchas ocasiones, una forma prevista que
se relaciona con el segundo miembro de la ecuacion diferencial. Pero para ello, dicho segundo
miembro tiene que poseer derivadas sucesivas expresables solamente con un nimero finito de
funciones distintas (ver Nota 5 de la pagina siguiente).

Se trata de escribir entonces la posible solucién, con la forma que le corresponda, pero dejando
indicados los coeficientes que intervengan en ella. La sustitucion de esa posible solucion y de sus
derivadas en la EDO, imponiendo que ésta se cumpla, permitira llegar a un sistema de ecuaciones
que deban cumplir los coeficientes desconocidos, resolviendo el cual se tendran sus valores.

A continuacidn, presentamos un cuadro que indica distintas posibilidades de la funcién b(x) del
segundo miembro de la EDO, acompanadas de las formas previstas para la solucion particular
correspondiente (la ecuacion caracteristica se representa por P(4) = 0):

Forma de b(x) Forma prevista de la solucion particular y.
e A-e*, siP(a)#0
e x™-A-e*™, six =aesraizde mult. nde P(4) =0
xk . e Qr(x)-e*™, siP(a) #0
xk . e%x x™ - Qp(x) - e, six = aesraizde mult. m de P(1) = 0
xk Qi (x), siP(0)#0
xk x™ - Qr(x), six =0 esraizdemult. mde P(1) =0
sen bx o cosbx A-senbx+B-cosbx, siP(xbi)#0
sen bx o cos bx x™ - (A-senbx + B - cosbx), si+ bisonraices de mult. mde P(4) =0
x*senbx o x¥coshx Qi (x) - sen bx + R, (x) - cosbx, siP(+bi)# 0
x¥sen bx o x¥ cos bx x™ - [Qg(x) - sen bx + R, (x) - cos bx], sitbison de mult. m de P(1) =0
eYsenbx o e*cosbx e . (A-senbx +B-cosbx), siP(axbi)#0
esenbx o e* cos bx x™-e*™ . (A -senbx + B-cosbx), siazbisondemult. mdeP(1)=0
x*e%sen bx o e - [Qr(x) - sen bx + Ry (x) - cosbx], siP(a+tbi)#0
x*e* cos bx
x*e*¥sen bx o xMe[Qr(x) - sen bx + Ry (x) - cos bx], sia *+ bi sonde mult. mde P(A) =0

xke®™ cos bx
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Notas importantes:

1) En la tabla anterior se supone en todos los casos k entero positivo.

2) También hemos representado por Q (x) y Ry (x) ciertos polinomios con coeficientes indeter-
minados de grados menor o igual que k (cada uno tendra k + 1 coeficientes a determinar).

3) Si hubiese una constante cualquiera que multiplicase a alguno de los segundos miembros se-
fialados en dicha tabla, la solucién particular correspondiente y. se obtendrd del mismo modo
anterior (de modo que dicha constante influira naturalmente en los valores de los coeficientes a
determinar).

4) Si el segundo miembro de una EDO dada fuese una suma algebraica de dos o mas de los se-
gundos miembros previstos en la tabla (multiplicados eventualmente por ciertas constantes), se
pueden hallar las respectivas soluciones particulares en forma separada y luego sumar algebrai-
camente los resultados (esto se llama “principio de superposicion”). O sea, que si una EDO
fuese: [primer miembro = k; - by (x) + k; - b, (x)], hallariamos la (y.); correspondiente a [mis-
mo primer miembro = k; - by (x)], hallariamos la (y.), correspondiente a [mismo primer miem-
bro = k, - b,(x)] y la solucion particular de la EDO que nos han dado seria (y;); + (y¢),. Enla
practica conviene buscar directamente la solucion particular como (y¢); + (y¢),, usando dife-
rentes coeficientes indeterminados para los dos sumandos (anadlogamente si son tres sumandos o

mas).

5) Obsérvese que las derivadas sucesivas de e?* son expresables solamente con esa misma fun-
cion acompafada de algunas constantes (interviene en las derivadas una sola funcion).

Las derivadas sucesivas de x* - e%* son siempre expresables por funciones similares con el expo-
nente k cada vez menor, acompanadas de ciertas constantes y sumadas entre si (intervienen en las
derivadas k + 1 funciones diferentes como maximo).

Las derivadas sucesivas de x* son siempre expresables por funciones similares con el exponente
k cada vez menor, hasta llegar a una funcion constante y la funcion cero (intervienen en las de-
rivadas k + 2 funciones diferentes en total, incluyendo la funcién cero).

Las derivadas sucesivas de sen bx y las de cos bx son siempre expresables por estas dos unicas
funciones acompafiadas de ciertas constantes (intervienen en las derivadas dos funciones dife-
rentes).

Las derivadas sucesivas de x* - sen bx ylasde x*-coshbx son siempre expresables por fun-
ciones similares a ambas, con el exponente k cada vez menor (intervienen en las derivadas un
maximo de 2 - (k + 1) funciones diferentes).

Las derivadas sucesivas de e?* - sen bx y las de e** - cos bx son siempre expresables por fun-
ciones similares a ambas (intervienen en las derivadas dos funciones diferentes).

Las derivadas sucesivas de x* - e%* - sen bx ylas de x¥* - e®* - cos bx son siempre expresables
por funciones similares a ambas, con el exponente k cada vez menor (intervienen en las derivadas
un maximo de 2 - (k + 1) funciones diferentes).

"__ 2x

Ejemplo 1: Hallar una solucion particular de y 3y"+4y=x-e

El segundo miembro es de la forma K . gax ,conk =1y a=2 Veamos si 2 es raiz de la
ecuacion caracteristica, que es P(1) =13 —312+4 =0 . Se tiene P(2)=0, luego es raiz.

¢ Qué multiplicidad tiene? El cociente del polinomio P (A1) entre el factor 1 — 2 nosda A% — A —
2, que se anula también para A = 2, luego 2 es raiz doble como minimo. El nuevo cociente, de
dividir el anterior polinomio de grado 2 entre 1 —2 es A+ 1, que no se anula para A = 2, luego
la multiplicidad de esta raiz es m = 2 . Entonces, seguin lo establecido en el cuadro dado, la so-
lucién particular debe ser
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e =x™ Qp(x) - e™ =x2 . Q,(x) - e** =x%- (Ax + B) - e®* = (Ax3 + Bx?) - %

Falta hallar los coeficientes A y B. Para ello derivamos 3 veces y.:
y'c = [24x3 + (3A + 2B)x* + 2Bx] - e**
y'c = [4Ax3 + (124 + 4B)x? + (6A + 8B)x + 2B] - e?*
y'" ¢ =[8Ax3 + (364 + 8B)x? + (36A + 24B)x + (6A + 12B)] - e?*

Y sustituyendo ahora todo en la EDQO, se debe cumplir

[18A4x + (6A + 6B)] - e?* = x - e?*
con lo cual tendra que ser 184 =1 ; 64 + 6B = 0 . Sistema lineal de dos ecuaciones con dos
incognitas, de donde resultan A = 1/18 ; B = —1/18.

_ x3—x? L 2%

Conclusion: Una solucidon particular de la EDO dada es |y, = —

Notas:
1) Decimos “una solucion particular” porque hay infinitas.

2) Usamos el simbolo = en la ecuacion que resulta de sustituir todo en la EDO porque debe resul-
tar una identidad (ahi estamos imponiendo que la EDO se cumpla).

3) Si, por ejemplo, el segundo miembro de la EDO fuese 5x - e2*, la nueva solucién particular
seria la anterior multiplicada por 5. En efecto, todos los calculos anteriores servirian pero, al llegar
a la identidad final, el segundo miembro seria 5x - e2¥ en vez de x - e?*, con lo cual el sistema
seria 184 = 5; 64 + 6B = 0 y su solucion seria A = 5/18; B = —5/18 (los valores obtenidos
anteriormente multiplicados por 5).

Ejemplo 2: Hallar una solucion particular de y" —y'— 2y = 3 cos 2x .

El segundo miembro es la constante 3 multiplicada por el segundo miembro previsto en el cuadro
con la forma siendo b = 2. Tendremos que ver si +2i son raices de la ecuacion carac-
teristica, que es P(1) = 2> — 1 — 2 = 0. Las raices de esta ecuacién son 2 y -1, luego P(+2i) #
0, con lo cual debe ser segun el cuadro
|yp =A-sen2x+B-c052x|
Falta hallar A y B. Para ello derivamos dos veces y tenemos:
ye=2A-cos2x —2B -sen2x e y'p=—4A sen2x—4B - cos2x
Sustituyendo todo en la EDQO, se debe cumplir
(—6A+ 2B) -sen2x + (—2A—6B) -cos2x =3cos2x
con lo cual tendra que ser —64 + 2B = 0 ; —24 — 6B = 3 . Sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas, de donde resultan A = —3/20; B = —9/20 .
__—3-sen2x—-9-cos2

Conclusion: Una solucidn particular de la EDO dada es [y, = ”

Ejemplo 3: Hallar una solucion particular de y" + 4y = 5-sen 2x .

El segundo miembro es la constante 5 multiplicada por el segundo miembro previsto en el cuadro
con la forma siendo b = 2. Tendremos que ver si +2i son raices de la ecuacion caracte-
ristica, que es P(1) = A% + 4 = 0. En este caso si son raices, de multiplicidad uno. Por tanto, te-
nemos m = 1 y segun el cuadro:
e =x - (A-sen2x + B - cos 2x)|
Falta hallar A y B. Para ello derivamos dos veces y tenemos:
Ye=(A-sen2x+B-cos2x)+x-(2A-cos2x — 2B - sen 2x)
y'c=(—4B-sen2x+4A-cos2x)+x-(—4A-sen2x — 4B - cos 2 x)
Sustituyendo todo en la EDO, se debe cumplir
(—4B -sen2x + 4A - cos2x) =5 - sen 2x
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con lo cual tendra que ser —4B = 5 ; 44 = 0 . Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, de
donderesultan A =0;B = —-5/4.

Conclusion: Una solucidn particular de la EDO dada es [y, =

—5x - cos 2x]
4

Ejemplo 4: Hallar una solucion particular de 3y" — 2y'—y = x?sen x .

El segundo miembro es uno de los previstos en el cuadro dado, con la forma x¥ - sen bx , siendo
k=2yb =1 Tendremos que ver si ti son raices de la ecuacion caracteristica, que es P(4) =
312 — 21 — 1 = 0. Las raices de esta ecuacion son 1y -1/3, luego P(&i) # 0, con lo cual serd

e = 0,(x) -senx + Ry(x) - cosx = (Ax®2 + Bx + C) - senx + (Dx> + Ex + F) - cos x|

Para hallar las 6 constantes que intervienen en Y. , derivamos dos veces y tenemos:

yc=[-Dx*+ (2A—E)x+ (B —F)]-senx + [Ax* + (B + 2D)x + (C + E)] - cos x

y'c=[-Ax? + (=B —4D)x + (2A — C — 2E)] - senx +
+[—Dx? + (4A—E)x+ (2B+ 2D — F)] - cos x

Sustituyendo todo en la EDO dada, la misma debe cumplirse

[(—4A + 2D)x? + (—4A — 4B — 12D + 2E)x + (6A — 2B — 4C — 6E + 2F)] - senx +
+[(—2A4 — 4D)x% + (124 — 2B — 4D — 4E)x + (6B — 2C + 6D — 2E — 4F)] - cos x =

= x%sen x

con lo cual tendra que ser:
—4A+2D=1 ; - 4A—4B—-12D+2E=0 ; 6A—2B—-4C—-6E+2F =0
—2A—-4D =0 ; 12A—2B—-4D—-4E=0 ; 6B—2C+6D—-2E—-4F =0
Sistema lineal de 6 ecuaciones con 6 incognitas, de donde resultan los valores:
A=-1/5;B=-9/25;C =119/250;D =1/10;E = —-13/25; F = —46/125

Conclusion: Una solucién particular de la EDO dada es

_ —50x2-90x+119 Senx+25x2—130x—92 cos x
ye = 250 250

IMétodo de variacion de las constantes:

Se basa en encontrar una solucion particular y- de la EDO lineal de coeficientes constantes com-
pleta (no homogénea), que tenga la misma estructura que la solucion general y; de la ecuacion
homogénea asociada, pero sustituyendo las n constantes que aparecen en la misma por n fun-
ciones que habra que determinar.

O sea, que si la solucion general de una EDO lineal homogénea de coeficientes constantes, de
ordenn,es yy =C;- f1(x) +Cy - fo(x) +..... + C,, - frn(x), donde las funciones f; (x), f,(x),
..., fn(x) son soluciones particulares conocidas de dicha EDQ, linealmente independientes, la
solucion particular y. que buscamos de la correspondiente EDO completa sera de la forma:

e =ci(0) - i) + () - fo()+.eten(0) - fr ()] (1)

donde habra que determinar las funciones ¢q (x) . €5 (%)...., C,(X).

7 Anatael Cabrera de Armas




ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN MAYOR QUE UNO

Para determinar las funciones anteriores se utiliza un artificio que permite obtener sus derivadas
primeras ¢'; (x), ¢’ (%), ..., ¢’ (x) y luego, por integracion indefinida, se obtienen las funciones
buscadas.

Veamoslo en el caso n = 3 (y de manera similar en cualquier otro caso): Se supone que la EDO
completa es laz-y"+a, y"+a;-y' +ag-y =b(x), con a; # 0 y donde b(x) no es la
funcidn cero. Y escribamos la solucion particular que buscamos como
Ve=ci v +co-yo+c3-yq
(de una manera simple, pero sabemos que en el segundo miembro sélo hay funciones de la varia-
ble x). Entonces, la primera derivada de y. se puede escribir:
Ye=('""mt+e' " ypte’y)+ (e y'+cy,' +c30y3)
Pues bien, imponemos la condicion |c;’ - ¥4 + ¢, v, + ¢3' - ¥3 = 0], con lo cual queda y' igual
al contenido del segundo paréntesis anterior.
Pero entonces sera:
Yie=(a"y'+c y'+ eyt (e y "+ ey "+t ez ys”)
Ahora imponemos la nueva condicion |c¢;" -y '+ ¢," = v, + ¢z’ - y3' = 0], con lo cual queda y"',
igual al contenido del segundo paréntesis anterior.
Por tanto, sera:

V'ie=(""n"+c ¥ty )+ (e ey ez v
Y ahora imponemos la tercera condicion |c;" - y1 "+ ¢," " v, + ¢3’ - v2" = b(x)/az], con lo cual
queda y"" igual al contenido del segundo paréntesis anterior mas b(x)/a- .

Asi, supuesto que se cumplan las tres condiciones impuestas a ¢,’, ¢, v ¢3', se puede probar que
la funciéon y, =c¢y -y, + ¢, "y + ¢c3 -y cumple la EDO no homogénea dada (basta sustituir
las expresiones simplificadas que han quedado para y.', y." e y.'"', comprobando que resulta la
identidad b(x) = b(x), después de haber eliminado todos los términos que incluyan la funcion
v, y sus derivadas (por ser y; solucion de la EDO homogénea), habiendo eliminado también todos
los términos que incluyan la funcién y, y sus derivadas (por ser y, solucion de la EDO homo-
génea), etc...

Pero resulta que esas 3 condiciones impuestas forman un sistema lineal de 3 ecuaciones con las 3
incognitas ¢’; . ¢’ . '3 . que es compatible determinado. En efecto, el determinante de los coe-
ficientes de las incognitas en ese sistema es:

V1 V2 V3
w1, Y2, Y3) = y1” 3’2” )’3”
yi Y2 V3

llamado el “wronskiano” de las tres funciones y;., ¥,. Y3 (que como sabemos son soluciones par-
ticulares linealmente independientes de la EDO homogénea) y se demuestra que este determinante
es distinto de la funcién cero, por ser precisamente dichas tres funciones linealmente indepen-
dientes. Con lo cual, podremos aplicarle la Regla de Cramer a ese sistema, obteniendo ¢;’, ¢," y
c3' (la solucién tnica no puede ser ¢; = 0, ¢; = 0, c5 = 0, porque el sistema lineal no es homo-
géneo, ya que los segundos miembros de las tres ecuaciones son 0, 0 y b(x)/as).

Finalmente, bastara realizar la integracion indefinida de las tres funciones obtenidas resolviendo
el sistema anterior y tendremos ¢, (x), c,(x) y c3(x), con lo cual ya conoceremos la solucion
particular (1) buscada. OJO: Este puede ser el punto problematico del método, pues sabemos que
algunas integrales indefinidas no tienen resultados que sean “funciones elementales”.

!

Ejemplo 1: Hallar una solucién particular de y"'—y' = —2x .
La ecuacién homogénea asociadaes y"" — y’ = 0, que tiene ecuacion caracteristica A3 — 1 = 0,
cuyas raices son 0, 1 y -1 (todas simples). Por tanto, su solucidon general sera

|yH =C1 '1+C2'ex+C'g'e_x
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Buscamos entonces una solucién particular de la EDO completa de la forma

c=c () 1+c(x)-e*+ci(x)- e

Y para ello, establecemos el sistema de 3 ecuaciones lineales con las 3 incognitas ¢ ', ¢,’, ¢35’
cuyo determinante de coeficientes es el wronskiano de las 3 soluciones independientes 1, e*, e ~*:

1 e* e™*
0 e*¥ —e*
0 e* e™*

w(l,e*,e™) =

Dicho sistema es:
l-c;'+e* cp'+e™-c3'=0
0-ci'+e*-cy)—e™ - c3'=0
0-ci'+e*-cy'+e ¥ c3'=-2x/1

Y su solucion tinica, aplicando la regla de Cramer, sera:

0 eX e7*

’ 1 1 ex e_x 1
c1=5-10 e —e*=--(—2x)|, x| =5 (=2x)-(=2) =2x
2 x —x 2 e* —e 2
—2x e e
’ 1 é g y xx 1 1 | 0 —e_x| 1 ( 2 —x) —-X
c,==- —e¥l=5-1-|_ x| =3 (=2xe™*) = —xe
2 0 —2x e-* 2 2x e 2
) 1(1)ei8 11|ex 0|1(2x) X
'3 == e =5-1-", o |=5 (—2xe*)=—xe
2 0 ef —2x 2 e 2xl 2
En conclusion:
() = [2xdx =x¥4 ; lcp(x) = [ —xe¥dx = (x + 1e”¥|

s (%) = [ —xe*dx = (—x + 1) - e*|

con lo cual e=x24+@x+D-e* e+ (—x+1)-e* - e*=x2+2

(podemos comprobar con mucha facilidad, por sustitucion directa, que y. = x? + 2 es efectiva-
mente solucion particular de la EDO completa). Omitimos las constantes de integracion al cal-
cular ¢q (x), ¢, (x) y c3(x), pues queremos una solucion particular y no muchas.

Nota 1: Si hubiésemos aplicado el anterior método de coeficientes indeterminados, seria
ye=x"-Q1(x) =x- (Ax + B)

pues x = 0 es solucion de multiplicidad m = 1 de la ecuacion caracteristica. Pero entonces, al
ser yo = Ax? + Bx, tenemos y'c = 2Ax+ B ,y" =2A e y"'c = 0. Y al sustituir todo en la
EDO completa, tendra que cumplirse 0 — (2Ax + B) = —2x . Esto implicaque A=1yB =0,
con lo cual .

Alguien podria pensar que hay algun error, pues no coinciden los resultados por ambos métodos.
Pero esto es normal, pues hay infinitas soluciones particulares y no tiene por qué llegarse a la
misma usando dos métodos diferentes. Veamos: ;Cual es la solucion general de la EDO dada?
Desde el principio dijimos que la solucién general de la ecuacidon completa es la suma de la
solucion general de la ecuaciéon homogénea asociada (yy) y la solucion particular de la completa
que hayamos encontrado (y.). Entonces, en el caso de aplicar el método de coeficientes
indeterminados, se llegara a y=C +C,-e*+Cq-e*+x4.Yenelcasode aplicar el método
de variacion de las constantes, la solucién y. obtenida ha sido x2 + 2, con lo cual la solucion ge-
neral se escribe [y = C; + C, - ¥ + C3 - e~ 4+ x% + 2| . Pareciese que hay algun error, pero jlas
dos estan bien! Pues en la primera, la solucién x” se obtiene para C; = C, = C3 = 0 y la solucion
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x% + 2 resulta haciendo C; = 2, C, = 0 y C3 = 0. En cambio, en la segunda x? se obtiene ha-
ciendo C; = —2,C, = 0 y C3 = 0 mientras que la solucién x? + 2 resulta haciendo C; = C, =
C3 = 0

Nota 2: En este ejemplo, la obtencion de y por el método de “variacion de las constantes” resulto
mas largo que aplicando el método de “coeficientes indeterminados”, pero esto no siempre es asi,
pues depende del numero de coeficientes a determinar (recuérdese lo laborioso que fue el ejercicio
4 de la pag. 7, a pesar de que facilitamos la solucion del sistema de 6 ecuaciones con 6 incog-
nitas). Ademas, recuérdese que el método de “coeficientes indeterminados” sdlo puede aplicarse
para segundos miembros del tipo previsto en el cuadro dado en la pag. 4. En cambio, el método
de “variacion de las constantes” siempre es aplicable (su dificultad principal puede estar en las
integrales indefinidas que hay que resolver al final).

Veamos a continuacion dos ejemplos donde no puede aplicarse el método de “coeficientes inde-
terminados” para obtener una solucion particular de la EDO dada. que es no homogénea. Sin em-
bargo, la obtendremos por el método de “variaciéon de las constantes”.

Ejemplo 2: Hallar una solucion particular de y"" + 2y’ + 2y = % (notese que este segundo

miembro no esta previsto en el cuadro de la pag. 4, porque sus derivadas sucesivas incluyen infi-
nitas funciones distintas y entonces no puede aplicarse el método de “coeficientes indetermi-
nados”).

La EDO homogénea asociada es y"+ 2y’'+ 2y = 0, cuya ecuacion caracteristica es entonces
A% 4+ 21+ 2 = 0. Las soluciones de ésta son —1 4 i , luego dos soluciones particulares inde-
pendientes de la EDO homogénea, seran e™ - senx y e~ - cos x . Por tanto, la solucién ge-
neral de esa EDO homogénea es |yH =Ci-e*-senx+C,-e*-cos x|

Buscamos ahora, por el método de “variacidén de las constantes”, una solucidn particular de la
EDO completa, que sera de la forma:

e =ci(x) - e -senx + c,(x) - e ™ - cos A
para lo cual escribimos el sistema lineal de 2 ecuaciones con las incognitas ¢;"y ¢,

X X

(e™*senx)-c;'+ (e *cosx)-c,'=0
—X

e *(cosx —senx)-c;'+e *(—cosx—senx) ¢, =
( ) e+ e ) o' = —

y, multiplicando ambas ecuaciones por e*, se llega al nuevo sistema:

1
senx

{ (senx)-cy'+ (cosx)-c,'=0

(cosx —senx)-c;'+ (—cosx —senx) - -c;' =

donde el determinante de “los coeficientes” de las incognitas vale —1. Entonces, aplicando la Re-
gla de Cramer, se obtiene:

e 0 cos x _cosx sen x (1) _ 4
1= —cosx—senx|” senx 27 |cosx —senx -
sen x sen x
COS X .,
Por tanto, |c; (x) = [ qpnxdx = In|sen x|| y le,(x) = [ —1dx = —x], con lo cual una solucién

particular de la EDO completa es:

X

Ve =In|senx|-e*-senx —x-e *-cosx
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Nota: Comprobar esta solucion es laborioso y para hacerlo conviene aplicar la regla
wvw=u-vwt+uv-wtu-v-w

Ejemplo 3: Hallar la solucion particular de y" — y' = que cumpla las condiciones iniciales

1+e*
y(0) =2 e y'(0) = —1. (No puede utilizarse el método de “coeficientes indeterminados” por la

misma razon del ejemplo anterior).

La EDO homogénea asociada es ¥y —y'= 0, cuya ecuacion caracteristica es A2 —1 =0, que
tiene las soluciones 0 y 1, luego dos soluciones independientes de la homogénea son 1 y e*. Por
tanto, la solucién general de esa EDO homogénea es |yH =Ci+0Cy- ex| .

Buscamos ahora una solucion particular de la EDO completa por el método de “variacién de las
constantes”, que sera de la forma

— X

Ve = ¢ (x) + ¢y (x) - €]

para lo cual llegamos escribimos el sistema lineal de 2 ecuaciones con las incognitas ¢;' v ¢,’
siguiente:

' 14+c-e¥=0
' 0+c-e¥=1/1+¢e%)

" -1 " 1
= Teed Y [2 T eX(1+e¥)’
E integrando ambos resultados (mediante el cambio de variable e* = t), se obtiene finalmente:

de donde resulta |c;

i) =n(1+e™)| ; l,(x)=n(l+e ™) —e¥

Asi, la solucién particular encontrada para la EDO completa es:

Ve=0+e¥) - In(1+e™) -1

Pero esta solucion no cumple la primera condicion inicial dada, pues y-(0) = 2-In2 — 1 y nos
piden que y(0) = 2 (seria mucha casualidad que hubiesen coincidido estos valores).

Debemos entonces buscar la “solucién particular” pedida entre las infinitas de la “solucidon gene-
ral” de la EDO completa, que es:

W=y 4+v:.=C+C-e*+(1+eX) - In(1+e ™) —1

donde podemos omitir la constante — 1 al agruparla con Cj, con lo cual la “solucioén general” pue-
de escribirse mas facilmente asi:

W=C+C-e*+ (1 +e¥)-In(1+e7™)

Hallemos ahora la “solucidén particular” que cumpla las condiciones dadas, usando esta ultima
version de la “solucion general”:

La primera condicion y(0) = 2 implicaque 2=C;+C,+2-In2 (2)

—e~X
1+e™*

Derivamos la “solucion general” y se tiene: y'=C,-e* +e*-In(1+e ™)+ (1 +e%)-

luego la segunda condicion y'(0) = —1 implica: |=1=C, +In2—-1 (3)

Tenemos entonces el sistema formado por las ecuaciones (2) v (3), con las incdgnitas C; y C,.
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Resolviéndolo se obtiene |C; = 2 — In 2] y Ic, =—1In2.

Por tanto, la solucion pedidaes: [y, =2—In2—(In2)-e*+ (1 +e*) - In(1+e™)

Comprobemos el resultado anterior:
Y'=—(n2)-e*+e*-In(1+e*)—1; y,"=—(n2)-e¥+e* - In(1+e7™™) —

con lo cual y", —y'p, = — :ix +1= 1+1,,x (una identidad, luego y,, cumple la EDO dada).

1+e*

Y ademis se cumple y,(0)=2—-In2—In2+2-In2=2, asi como y',(0) =—In2+
In2 —1= -1 (por tanto, ¥, cumple las condiciones iniciales dadas).

Ecuaciones de Euler - Cauchy

Son un tipo especial de EDO lineales de coeficientes variables de orden mayor que uno. Tienen
la forma siguiente:

|an~(mx+n)”-y(”+ ..... +a, - (mx+n)? - y"+a,-(mx+n)-y'+ag-y =b(x)|

cona, #0ym=0.Sib(x) es la funcidn cero, se llama homogénea. En caso contrario es no
homogénea o completa.

Nota: Leonhard Euler fue un gran matematico suizo del siglo XVIII (uno de los mas importantes
de ese siglo). Y Augustin Louis Cauchy fue un gran matematico francés del siglo XIX.

En el intervalo donde sea mx 4+ n > 0, se resuelven estas EDO aplicando el cambio de variable
independiente m x + n = e y en el intervalo donde se cumpla mx + n < 0, se aplica el cambio
de variable fmx + n = — ef] de modo que la ecuacién dada se transforma en una EDO lineal de
coeficientes constantes en ambos casos. Hallada su solucion general, deshacemos el cambio y te-
nemos la solucion general de la EDO de Euler - Cauchy.

Supongamos inicialmente que sea mx +n > 0 y que queremos hacer el cambio de la variable
independiente x por la variable independiente ¢, de modo que fmx + n = eY. La sustitucién de
las derivadas respecto a x de la funcién incognita por las derivadas respecto a la nueva variable t
de la misma funcidén incdgnita responde una ley de formacion especial: En efecto, si llamamos
D al “operador” que representa derivacion respecto a t, con lo cual escribir Dy equivale a escribir
dy/dt, escribir D%y equivale a escribir d?y/dt? (derivada segunda de y respecto t), escribir
D3y equivale a escribir d3y/dt3 (derivada tercera de y respecto a t), etc..., y si seguimos
llamando y', y"', y'", ...., y™ a las derivadas sucesivas de y respecto a x, se tiene:

dt m

, puesto que t = In(mx +n) con lo cual — = , de

dy dy dt
2y =7 =
1) y = dx mx+n

dx dt dx ' mx+n
donde resulta la primera relacion de la ley de formacién

(mx +n) -y’ =m- Dy (primera relacion de la ley de formacién)

pw_dy _ d m _
2) vy —E—;[DY' ]—a( y) -

mx+n

(y)—

(mx+n)2 - dx mx+n

-m* _ _ pa (™) oy () = (p2 _m
+Dy.(mx+n)2 =D%y (mx+n) Dy (mx+n) (D Yy Dy) (mx+n)?

Dy -

mx+n

de donde resulta: [(mx +n)2-y” =m?-D(D — 1)y| (segunda relacion de la ley de formacion)
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en la cual se ha sustituido D?y — Dy por D(D — 1)y .

3) Y de manera analoga se llega a la tercera relacion de la ley de formacion

mx +n)3-y"”=m3-D( — 1)(D —2)y|

también a la cuarta relacion (mx + n)* - y®* =m*-D(D — 1)(D — 2)(D — 3)y|

y asi sucesivamente, donde la expresion D(D — 1)(D — 2)y = (D3 — 3D? + 2D)y significa
efectuarle a la funcion y las operaciones siguientes: derivarla tres veces respecto a t, restarle 3
veces su derivada segunda respecto a t y sumarle 2 veces su derivada primera respecto a t. Y de
modo analogo el significado de la expresion D(D — 1)(D — 2)(D — 3)y de la cuarta relacion.

Si suponemos ahora que queremos trabajar donde sea mx + n < 0, el cambio de variable inde-
pendiente a utilizar sera imx + n = — ef|, con lo cual tenemos |t = In(—mx — n)) y al derivar res-
. dt -m m . . .
pecto a x se obtiene |— = = (mismo resultado obtenido en el caso anterior). Por
dx —mx—n mx+n

tanto, los calculos de las expresiones que nos dan las derivadas sucesivas de y respecto a x en
funcién de las derivadas de y respecto a t se repiten exactamente igual y su ley de formacion se-
ra la misma. Lo Gnico que debemos tener en cuenta es que, al deshacer el cambio, tendremos que
sustituir la variable t por In(—mx — n) vy no por In(mx + n).

Nota: El intervalo en que se cumple lr_nx +n > 0les (—% , +00) siesm > 0yes (—oo , —E) si

m
esm < 0. Y el intervalo donde es mx +n < 0] es (—00,—%) siesm>0yes (—% ,+00) si
esm < 0.

Ejemplo 1: Hallar solucion general de (2x + 1)3 -y +2- 2x+1)?-y"+ (2x+1)-y'=0.

Es una EDO de Euler - Cauchy de orden 3 y en este caso homogénea (conm =2yn=1).

Por tanto, para resolver esta EDO en el intervalo donde 2x + 1 > 0, que es (—% , +00), haremos

el cambio [2x + 1 = e, con lo cual las relaciones entre las derivadas de y respecto a x y las
derivadas de y respecto a t seran:

2x+1)-y'=2-Dy| (2x+1)%-y"=2%2-D(D — 1)y = 4- (D*> — D)y

2x+ 13-y =23.D(D—1)(D —2)y =8-(D3 —3D2 4+ 2D)y|

Por tanto, sustituimos el producto (2x + 1) - y' por el producto 2 - y' (nueva y' ); sustituimos el
producto (2x + 1)2 - y" por el producto 4 - (y"” —y') (nuevas y' e y''), y sustituimos el pro-
ducto (2x + 1)3 - y" por el producto 8- (y"'— 3y" + 2y') (nuevas y’, y'' ¢ """ ). Queda en-
tonces la EDO asi:

8-(y"—=3y"+2y)+8-(y"—y')+2y'=0,0sea 8y —16y"+10y'=0
que podemos simplificar para dejarla como

4y —8y"+5y'=0 (EDO lineal homogénea de coeficientes constantes)

Su ecuacién caracteristica es 443 — 84% + 51 = 0, que tiene raices 0y 1 + St Por tanto, solu-

. . . . . t t
ciones particulares linealmente independientes de esta EDO son: 1, et - sen y et - cos (re-
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cordemos que la variable independiente es t). Luego la solucidon general de esta EDO homogénea
de coeficientes constantes sera

y=C,+Cy- etsen§+ Cs- etcosg

Finalmente, al deshacer el cambio inicial que es e’ = 2x + 1. se tiene la solucion general de la
EDO de Euler - Cauchy dada, que sera entonces:

In(2x+1)
2

[ln(z;c+1)]

y=C1+CZ-(2x+1)~sen[ ]+Cg~(2x+1)-cos (six >—1/2)

Y si queremos la solucién general de la misma EDO en el intervalo donde se cumpla 2x + 1 < 0,
1 . ,

que es (—oo ,— E) , desharemos el cambio inicial que ahora seria m y tenemos la so-

lucién general de la EDO de Euler - Cauchy dada en ese intervalo:

In(-2x-1)]
2

y =y + Gy (—2x = 1) - sen["2D 4 ¢y - (—2x — 1) - cos | (six < —1/2)

Donde el factor (—2x — 1) podria escribirse como (2x + 1) incorporando el signo negativo a las
constantes C, y C3 , sin necesidad de cambiarlas (pues las mismas siguen siendo indeterminadas).

Ejemplo 2: Hallar la solucién general de x2y" — 2xy'+ 2y = x? —2x+2 (x > 0).

Esta EDO es lineal de coeficientes variables no homogénea. Pero es de Euler - Cauchy, con los
pardmetros m = 1 y n = 0. Por tanto, para x > 0, aplicaremos el cambio de variable indepen-
diente dado por |x = et| o bien |t = Inx|. Y las relaciones entre derivadas queda de esta manera:

ky'=Dy ; k*"=D(D-1)y=(D?-D)y
luego sustituimos el producto xy’ por lanueva y’, asi como el producto x2y" por y" —y' (nue-
vas derivadas), quedando entonces la EDO asi (y"—7y') —2y'+ 2y = e?t —2et + 2.

O sea, la nueva EDO ordenada es |y” —3y'+ 2y =e? —2et + 2| (EDOQ lineal de coeficientes
constantes no homogénea, del mismo orden que la ecuacion inicial).

Tenemos que resolver la homogénea asociada que es y" — 3y’ + 2y = 0, cuya ecuacion carac-
teristica es A2 — 34 + 2 = 0, de raices 1 y 2. Por tanto, su solucion general sera

|yH = C]@t + 6232t|.

Y tenemos que hallar ahora una solucién particular de la EDO completa, teniendo en cuenta que
el segundo miembro es una suma algebraica de tres funciones distintas (la funciéon e?¢, como la
primera que aparece en la tabla de la pag. 4, con a = 2; la funcion —2e®, como la anterior, pero
con a = 1 y multiplicada por la constante —2 , y la funcion 2 , como las dos anteriores, pero con
a = 0 y multiplicada por la constante 2). Aplicando el “principio de superposicién” (nota 4 de la
pag. 5), buscamos una solucién particular de la forma A-t-e?* + B-t-et + C (suma de las
tres soluciones particulares que corresponderian a las tres funciones que aparecen sumadas en el
segundo miembro de la EDO, tomando en cuenta que tanto 1 como 2 son soluciones simples de
la ecuacion caracteristica). Derivando dos veces y sustituyendo en la EDO completa, se obtiene
A=1,B =2yC = 1|. Luego dicha solucion particular sera

e =t-e?t+2t-et +1

Entonces la solucién general de la EDO de coeficientes constantes que habiamos obtenido es:
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v=Cel+Ce*t +t-e?t +2t-et 41

Y, deshaciendo el cambio de variable independiente e = x . la solucion general de la EDO de
Euler - Cauchy dada sera:

V=Cx+Cx?>+x%-Inx+2x-lnx+1 (x>0)

Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes variables, no de Euler-Cauchy, de cu-
yas homogéneas asociadas se conozca una solucion particular

Supongamos una EDO lineal de segundo orden, de coeficientes variables, que no sea de Euler -
Cauchy, la cual sera de la forma a,(x) - y" + a;(x) -y + aog(x) -y = b(x) , con a,(x) dife-
rente de la funcion cero.

En principio no es fécil resolverla, pero vimos en la Seccién 7.7 algunos casos en que su solucion
general se obtiene resolviendo dos ecuaciones de primer orden: Esto se podia hacer cuando la
variable y estaba ausente, cuando la variable x estaba ausente y cuando era homogénea en las tres
variables y , ¥’ e y"” (cumpliéndose ahora esta ultima circunstancia, pues al ser “lineal” es
homogénea de orden 1 eny, vy’ e y").

Pero, por ser “lineal”, hay una cuarta alternativa para obtener la solucidon general de la ecuacion
dada a través de la resolucion de dos EDO de primer orden: Y es cuando se conozca una cierta
solucion particular no trivial de la correspondiente EDO homogénea asociada (si es homogénea
la dada, la solucion particular sera de ella misma). Y “no trivial” significa que esa solucion
particular no sea la funcion cero.

Sea entonces |a,(x) - v+ a;(x) - y'+ ag(x) - v = b(x)| la EDO dada y llamemos ala
solucion particular conocida (no trivial) de la EDO homogénea asociada.

Por tanto, se cumple |a,(x) - ¥ (x) + a; (%) - v'1 (x) + ag(x) - v1(x) = 0] . Entonces, si hace-
mos el cambio de funcién incdgnita |y =y, u| , se tendra:

=y -u+y vl ; Y=y, u+2-y," - u+y, -

De modo que, al sustituir en la EDO dada, queda:

ag - u+2-y, Wy W ) ta - uty W) +ag vy u=b(x)

Pero a; -y,"+ a; - y1'+ ao - y1 = 0, luego queda |(a2y1) U+ Qayy '+ ayy)-u' = b(x)|
que es una EDO de segundo orden en las variables u , X . pero con u ausente.

Y como este es uno de los casos en que podemos reducir el problema de una EDO de segundo
orden a la solucién de dos EDO de primer orden, hacemos el nuevo cambio u'=pl|, "’ =p/
sefialado en la Seccion 7.7 para este caso, obteniendo (a,y;)p’+ (2a,y,'+ a;y,)p = b(x)
(primera EDO de primer orden, que es lineal). Se resuelve, a través de un factor integrante
funcién de x, y su solucion general puede darse en forma explicita.

Hallada la solucién general de la EDO anterior , deshacemos el cambiou’ =p y
‘= F(x, C‘l)

tenemos la segunda EDO de primer orden , que se resuelve por integracion
directa, dandonos la solucion general de la EDO de segundo orden con incognita u :

Iu = G(x, Cl! C2)| .
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Finalmente, deshacemos el cambio de variable inicial ; = y; - U] y se tiene la solucion general
de la EDO dada:

I)’ =y(x) - G(x, C1'C2)|

Ejemplo 1: Hallar la solucion general de x? - (Inx — 1) - y”"—x-y'+y = 0, sabiendo que la
funcién y = x es una solucion particular (se supone x > e, conlo cual Inx > 1).

Es una EDO de segundo orden donde no esta ausente la variable dependiente y, ni esta ausente la
variable independiente x (por lo tanto, no puede reducirse a dos ecuaciones de primer orden por
estas posibles caracteristicas), pero es homogénea de orden 1 en las tres variables v, y’ e y" (por
ser lineal homogénea) luego podria resolverse por el método especifico correspondiente (visto en
la Seccién 7.7).

Pero se trata también de una EDO lineal de coeficientes variables, que no es de Euler - Cauchy,
de la cual nos dicen que [y; = x| es una solucion particular de la homogénea asociada, que en
este caso es la misma EDO (lo cual se comprueba inmediatamente). Pues bien, vamos a resolverla
apoyandonos en este dato.

Aplicamos el cambio de variable dependiente [y = v, - u = x - ul, con lo cual tenemos

'=u+x-u’ ; |y”=2u'+x-u"|

y sustituyendo todo en la EDO dada, tenemos:
x2-(Inx—1D-Qu+x-u")—x - (u+x-u)+x-u=0
osea, x3-(Inx—1)-u"+x%-(2Inx —3) -u'= 0, que simplificada se reduce a

k-(Inx—1-u"+Rinx—3)-u'=0

la cual es lineal de orden 2, pero con u ausente.

!

Por tanto, podemos hacer el nuevo cambio |u = p| y |u” =p' | , quedando la primera EDO de
primer orden [x - (Inx —1) -p’+ 2lnx — 3) - p = 0], que es de variables separables (por ser
lineal y homogénea). Su solucién general se obtiene separando las variables y haciendo en la
integral en x el cambio de variable Inx = t , para llegar a:

In|p| = =2 Inx + In(Inx — 1) + InCy| (C; > 0), o bien, quitando logaritmos

p-x2=C - (Inx—1) (¢, #0)

Ahora deshacemos el ultimo cambio lﬂ’ = p| y tenemos - x2=C, (Inx — 1) (C; #0)
que e¢s la segunda EDO de primer orden, la cual es otra vez de variables separables. Su solucién
general se obtiene haciendo de nuevo el cambio de variable Inx =t en la integral que hay que
resolver, obteniendo:

Inx

u=_C1'T+C2 (Cli())

Finalmente, deshacemos el primer cambio [y = x - u|y queda

y=—C -lnx+C,-a (C,#0)

que es la solucion general de la EDO de segundo orden dada.

Comprobemos la solucion general obtenida:
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De [y = —C, " lnx + C, - x| se obtiene |y’ = —% +Cle ' = 4y sustituyendo todo en la

x2
EDO dada, que es x%- (Inx —1)-y" —x-y' +y = 0], resulta:

Ci(lnx—1)+C,—Cyx—Cy-Inx+ C,x =0 (identidad 0 = 0)

Obsérvese que tomando €; = 0, las funciones que se obtienen son ,siendo [y’ =C
e , de modo que al sustituir en la EDO resulta —x - C, + C, - x = 0 (identidad 0 = 0).
Es decir, que la restriccion C; # 0 que arrastrabamos (consecuencia de una integracion que
hicimos en el proceso) puede quitarse de la solucién general obtenida al final.

Ejemplo 2: Hallar la solucién general de (4x% —x)-y" + (4x —2)-y' —4y = 12x% — 6x ,
sabiendo que y = 1/x es solucion particular de la EDO homogénea correspondiente (trabajar
conx > 1/4).

Esta EDO lineal de segundo orden no puede resolverse por estar y ausente, ni por estar x ausente,
ni por ser homogénea en las variables y, vy’ e y"' (pues lineal pero no es homogénea). El unico
modo de proceder es aprovechar el dato de que la funciéon [y; = 1/x| es soluciéon de la EDO
homogénea asociada (que se puede comprobar sin problemas).

!
. . U . . X-u —uy
Entonces, hacemos el cambio de variable , siendo sus derivadas [y’ = ——— ¢

o x2u' —2x-u'+2-4

= 23
Sustituimos todo en la EDO dada y después de operar y simplificar nos queda:

l(4x — 1) -u"—4-u'= 12x% — 6x] (EDO de segundo orden con u ausente)

Hacemos entonces el nuevo cambio |u’ = p| y |u” = p'| , con lo cual obtenemos la primera EDO
de primer orden:

l(4x —1) -p'— 4 -p = 12x% — 6%

, 4 _ 12x%-6x
P =ua P~™

que podemos escribir (forma tipica de una lineal de primer orden)

que resolvemos utilizando el factor integrante 1/(4x — 1), y resulta su solucion general

b = (12x% — 3x)/4+ 3/16 + C; - (4x — 1)

Deshacemos el cambio de variable u’ = p vy tenemos la segunda EDO de primer orden

u'=(12x%2 —3x)/4+3/16 + C; - (4x — 1)

. . . 3x2 | 3
que integramos directamente y se obtiene ~ u = x3 — % + ﬁ +C - (2x%2—x)+ G,

Finalmente, deshacemos el cambio inicial y = u/x , obteniendo:

3x 3 1]
y:XZ—?+E+C1'(2X—1)+C2';

que se puede escribir de un modo més ordenado como [y = x? + (2C1 - g) X+ % + (% - ()
6C,—3

y si sustituimos por una nueva constante C;, podemos escribir de una forma mas sencilla

la expresion de la solucién general de la EDO de segundo orden dada: y = x% + 2C;x + % -
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Comprobacién: Tenemos [y = x% + 2C;x + % +Cyf, ' =2x+2C — % ey =2+=4.

Pues bien, sustituyendo estas expresiones en el primer miembro de la EDO dada y después de
12x*—6x3
x2
Pero, como habiamos supuesto desde el principio x > 1/4, al ser x # 0 la expresion anterior es

equivalente a 12x2 — 6x (que es el segundo miembro de la EDO).

efectuar todas las operaciones algebraicas necesarias, se llega finalmente la expresion

Por tanto, queda comprobado que la solucion general que habiamos obtenido, al sustituirse junto
con sus derivadas en la EDO dada, nos da una identidad matematica para cualesquiera valores de
las constantes reales C; v C, .

Por tanto, representa una doble infinidad de “soluciones particulares” de la ecuacion diferencial
lineal de segundo orden que queriamos resolver.

Seleccionemos finalmente una de esas infinitas “soluciones particulares”: Queremos la que cum-
pla las “condiciones iniciales” y(2) = —1 e y'(2) = 5 (o sea, la solucién debe tener una grafica
que pase por el punto (2, —1), teniendo una pendiente 5 en dicho punto):

La condicion y(2) = —1 implica que debe cumplirse la ecuacion: —1 = 4 + 4C; + % +C;,es

decir, debe cumplirse [5C; + % = —5|.

Y la condicion y'(2) = 5 implica que debe cumplirse la ecuacion: 5 =4 + 2C; — % , 0 sea or-

. C
denando, debe cumplirse 2C; — 72 =
Resolviendo el sistema lineal de dos ecuaciones con dos incdgnitas definido por las dos ecua-
ciones anteriores, resultan los valores [C; = —1/3];|C, = —20/3.
., « ., . ” 2 2 20 1
Conclusion: La “solucidn particular” buscada es [y = x* — X— 3
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