ESPACIOS VECTORIALES

(Prerrequisitos: Matrices y determinantes. Sistemas de ecuaciones lineales)

Introduccion

En la parte de las Matematicas que se llama Algebra Lineal, los conceptos mas importantes son
el de “espacio vectorial” y el de “aplicacion lineal”. Aqui veremos el primero y en la Seccion si-
guiente (9.4) estudiaremos el segundo.

Existen “espacios vectoriales sobre el campo de los nlimeros reales” (utilizan los nimeros reales

como escalares; brevemente “espacios vectoriales reales”) y “espacios vectoriales sobre el campo

de los numeros complejos” (utilizan los nimeros complejos como escalares; en forma breve “es-

pacios vectoriales complejos”). Sabemos que los primeros no son los tnicos verdaderos (“real”
o v N o ; " e -

no es sinénimo de “verdadero” en el contexto de las Matematicas) ni los segundos son “dificiles”

(“complejo” aqui no significa “complicado”, sino que utiliza los nlimeros complejos).

En esta Seccion estudiaremos solamente los conceptos y propiedades principales de los “espacios
vectoriales reales”.

Concepto de espacio vectorial real

Se llama “‘espacio vectorial real” a cualquier conjunto V (cuyos elementos llamaremos “‘vecto-
res”, aunque no sean vectores geométricos) donde esté definida una operacion que llamaremos
“adicion de vectores” (la cual debe cumplir las 5 propiedades que daremos a continuacion) y don-
de exista una operacion que llamaremos “multiplicacion de un nimero real por un vector” (que
debe cumplir las otras 5 propiedades que daremos después). Es importante destacar que los ele-
mentos del conjunto V, como veremos en muchos ejemplos, no tienen que ser vectores en el sen-
tido geométrico del término. En todo lo que sigue usaremos letras latinas para designar “vectores”
y letras griegas para representar nimeros reales (que llamaremos también “escalares”).

A) Propiedades que debe cumplir la operacion “adicién de vectores” en un espacio vectorial V:

1) La operacion podra actuar sobre cualesquiera dos vectores de V y dard siempre como re-
sultado un unico vector de V que dependera de los dos que hayamos tomado (l1a operacion
se representa por + , la accion de aplicarla se llama “sumar vectores”, los dos vectores
donde actte la operacion se llamaran “sumandos” y el resultado de la misma se llama su

2) Laoperacion sera “asociativa”,0sea a + (b 4+ c) = (a + b) + ¢, para tres vectores cua-
lesquiera de V (o sea, para sumar tres vectores a, b y ¢ en ese orden, podemos obtener
primero la suma de b y ¢, sumando luego a con ese resultado, o podemos sumar primero
a 'y b para luego sumar el resultado correspondiente con c).

3) La operacién serd “conmutativa”, o sea a + b = b + a , para dos vectores cualesquiera
de V (el cambio de orden de los sumandos no influye en su suma).

4) Tiene que existir en V un “vector cero” que denotamos 0y, de forma que O, +a=a,
para todo vector a del espacio V ( 0y se llama “elemento neutro” de la adicion de vecto-
res).

5) Todo vector a de V posee un tnico “vector opuesto” en V., que denotaremos —a . de for-
ma que la suma de ambos sera el “vector cero” (a + (—a) = Oy).

B) Propiedades que debe cumplir la operaciéon “multiplicacién de un numero real por un vector”
o bien “multiplicacion de un escalar por un vector” en un espacio vectorial real V:
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ESPACIOS VECTORIALES

Dado un niimero real cualquiera @ y un vector cualquiera v en V, esta operacion dara
siempre un unico vector av_de V (llamado “producto de a por v”).

El nimero real 1 multiplicado por cualquier vector a de V da como producto a. También,
el nimero real —1 multiplicado por cualquier vector a de V da como producto —a, v el
numero real 0 multiplicado por cualquier vector a de V da Oy.

Se debe cumplir (- f)a = a(Ba) . para cualesquiera reales a y 8, asi como para cual-
quier vector a de V.

Se debe cumplir (a + B)a = aa + Ba , para cualesquiera reales a y [, asi como para
cualquier vector a de V.

Se debe cumplir a@(a + b) = aa + ab , para cualquier real @ y para cualesquiera vec-

toresaybdeV.

Nota: Las propiedades (—1)-a = —a y 0 -a = 0y incluidas en el apartado 2) de las pro-
piedades anteriores, son en realidad una consecuencia de las demas propiedades (sin embargo,
las hemos incluido aqui por su importancia y por la analogia con 1 - a = a). Muchos textos
dan solamente esta ultima, como propiedad definidora de un “espacio vectorial” junto con las

propiedades 1), 3),4) v 5).

Ejemplos:

1)

2)

3)

4)

El conjunto de los “vectores libres del espacio” es un ejemplo muy notable de “espacio
vectorial real” (de este ejemplo salid el nombre de “espacio vectorial”). En efecto, po-
demos considerar la “suma de vectores libres” y el “producto de un niimero real por un
vector libre” como las dos operaciones mencionadas anteriormente, las cuales cumplen
las 10 propiedades obligatorias dadas. El “vector cero” es en este ejemplo el “vector libre

. r . . .y . . =g
cero”, que tiene modulo cero, no tiene direccion y no tiene sentido, representado por 0.
(Ver la Seccién 8.2).

El conjunto de los “polinomios de coeficientes reales con una variable” es otro ejemplo
importante de “espacio vectorial real”. Aqui los “vectores” no son vectores geomeétricos
sino polinomios. Y las operaciones del espacio son la “suma de polinomios” y el “pro-
ducto de un nuimero real por un polinomio”, las cuales cumplen las 10 propiedades exi-
gidas. El “vector cero” es el “polinomio cero” (cuyos coeficientes son todos 0).

El conjunto de las “matrices reales de un mismo tamafo m X n” es otro ejemplo im-
portante de “espacio vectorial real”. Aqui los “vectores” son matrices. Y las operaciones
del espacio vectorial son la “suma de matrices m X n” y el “producto de un nimero real
por una matriz m X n”, que cumplen las 10 propiedades. El “vector cero” es “la matriz
nula de m filas y n columnas” que tiene todos sus elementos 0. (Ver la Seccién 9.1).

El conjunto R3 de las “ternas de ntimeros reales” (x,y,z) es un “espacio vectorial real”,
considerando “la suma” asi: (a,b,c) + (d,e,f) =(a+d, b+e, c+ f) y consideran-
do el “producto de niimero real por vector” asi: a(a,b,c) = (a-a, a*b, a-c). Conlo
cual se cumplen las 10 propiedades. Aqui los “vectores” son ternas y el “‘vector cero” es
la terna (0,0,0). (Ver la Seccion 8.2). Es similar al primer ejemplo (vectores libres del
espacio), pero sustituyendo cada vector por sus coordenadas respecto a la base candnica

> >

l,],E.
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5) El propio conjunto de los “numeros reales” es un “espacio vectorial real”, usando “la
suma de reales” y el “producto de reales” como las operaciones del espacio (cumplen las
10 propiedades). Aqui los “vectores” son ntimeros y el “vector cero” es el “niimero cero”.

6) El conjunto de los “nimeros complejos” es un “espacio vectorial real”, usando “la suma
de complejos” que da siempre complejo y usando el “producto de numero real por niimero
complejo” que da siempre numero complejo, cumpliéndose las 10 propiedades dadas. El
“vector cero” sera el “complejo cero” (0 + 0 i, en forma binémica). (Ver Seccion 1.4).

7) El conjunto de los “niimeros racionales” (enteros y fraccionarios) ne es un “espacio vec-
torial real”, pues la “suma de racionales” cumple las 5 propiedades correspondientes pero
el “producto de un nimero real por un niimero racional” ne da en muchos casos un nuevo
numero racional, luego falla la propiedad 1) de ese producto (en efecto, cuando multipli-
camos un real irracional por un numero racional no nulo, el producto es siempre otro
irracional y seglin esa propiedad 1) deberia ser otra vez un nimero racional).

8) Otro conjunto que no es “espacio vectorial real” es el de las “matrices reales cuadradas”
de orden n fijo, si tomamos la “multiplicacién de matrices” en sustitucion de la “adicién
de matrices” como primera operacion. En efecto, se cumplirian las propiedades 1), 2) y
4) tomando la “matriz unitaria” en vez de la “matriz nula” (la “matriz unitaria” haria el
papel de “vector cero” en este caso, pues es “elemento neutro” de la multiplicacién de
matrices), pero fallarian las propiedades 3) y 5). ya que el producto de matrices no es
conmutativo y toda matriz cuadrada no posee “matriz inversa” (la “inversa” haria el papel
de la “opuesta” en este caso). (Ver la Seccion 9.1).

Incluso, si tomamos el conjunto de las “matrices reales cuadradas de orden n fijo que ten-
gan determinantes diferentes de cero” y tomamos la “multiplicacion de matrices” en sus-
titucion de la “adicion de matrices”, dicho conjunto cumple ya la condicion 5) pues toda
matriz de este conjunto tendra “matriz inversa”, pero sigue fallando la propiedad conmu-
tativa, luego este conjunto de matrices, con las operaciones “multiplicaciéon de matrices”

vy “multiplicacion de un numero real por una matriz”’ no es un “espacio vectorial real”.

9) Sin embargo, un conjunto que cumple las 5 propiedades de la “adicién”, pero usando la
“multiplicacion” en su lugar, es R — {0} (reales no nulos). En efecto, el producto de dos
reales no nulos da siempre un real no nulo (propiedad 1), el producto es asociativo y con-
mutativo (propiedades 2 y 3), el niimero 1 haria el papel del 0 (1 - a = a , para todo real
no nulo a , luego se cumple la propiedad 4) y todo real no nulo tiene inverso no nulo (el
“inverso” seria lo andlogo al “opuesto” en este caso, luego se cumple la propiedad 5). En-
tonces parece que el conjunto R — {0} podria ser “espacio vectorial real” con la “mul-
tiplicacioén” sustituyendo a la “adicion”, pero la propiedad 1) de la “multiplicacion de un
real por un vector” falla, pues tendria que cumplirse que “el producto de cualquier real
por cualquier real no nulo sea otro real no nulo”, lo cual es falso porque “el producto del
real cero por cualquier real no nulo siempre es cero”. Por tanto, R — {0} con las opera-
ciones “multiplicacion de reales no nulos” y “multiplicacion de un nimero real cualquie-
ra por un real no nulo” no es espacio vectorial real.

Dependencia lineal de vectores

Un concepto fundamental en “la teoria de espacios vectoriales” es el de “dependencia lineal”:
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En un espacio vectorial V, se dice que “el vector v es linealmente dependiente de los vectores
Vq, Uy, Vs, ...., Uy siy sOlo si existen escalares aq, @5, a3, ...., &, de modo que se cumpla

V=001V + AU, + agvz + o+ ap vy,

(también se dice que “el vector v es una combinacioén lineal de los vectores v4, v,, Vs, ...., U,”).

Nota: En cualquier espacio V el “vector cero” siempre es “linealmente dependiente” de cualquier

conjunto de vectores dados. Pues 0, = 0v; + Ov, + -+ + Ov,, (tomamos todos los escalares de la

combinacion lineal iguales al nimero cero).

Ejemplos:

1)

2)

3)

En el espacio vectorial de los polinomios (ejemplo 2 anterior), el vector 3x3 — 5x2 + 8
es “linealmente dependiente” de los vectores 1, x . x> . x3 y x*. En efecto, el vector dado
inicialmente es el resultado de multiplicar el primero de estos por 8, multiplicar el se-
gundo por 0, multiplicar el tercero por —5, multiplicar el cuarto por 3, multiplicar el 0l-
timo por 0 y luego sumar todos esos productos obtenidos. En cambio, el mismo vector
dado inicialmente no es linealmente dependiente de los vectores x3 y x , porque no hay
modo de obtener los términos —5x2 y 8 de dicho vector a partir de los dos dados.

En el espacio vectorial R3 de las ternas (ejemplo 4 anterior), el vector (—1,0,3) es “li-
nealmente dependiente” de los vectores (1,0,0) ., (0,1,0) y (0, 0, 1). Pues multiplicando,
el primero de estos por —1, multiplicando el segundo por 0, multiplicando el tercero por
3 y sumando los tres productos obtenidos, se obtiene el vector inicial.

En cambio, el vector dado inicialmente “no es lincalmente dependiente” de los vectores
(2,—3,5) v (1,1,1), pues si multiplicamos el primero por @, multiplicamos el segundo
por 8 y sumamos ambos productos, se obtiene el vector (2a + 8, —3a+ 8, 5a + )
que nunca podré coincidir con el (—1, 0, 3). En efecto, para que pudiesen coincidir, ten-

drian que cumplirse para algunos escalares a y 8 las ecuaciones 2a + f = —1 ; —3a +
B =0;5a+ f = 3. Pero este es un sistema de ecuaciones lineales incompatible, ya que
de las dos primeras ecuaciones se obtiene la solucion tnicaa = —1/5y f = —-3/5,y

estos valores no cumplen la tercera ecuacion.

En el espacio vectorial de las matrices 2 X 3 (ejemplo 3 anterior,conm = 2y n = 3), el

4’ 3 4' 13 o 1A 1 ke 2 3 1
vector (_ 1 3 8) es una combinacion lineal” de los vectores (O 1 4) y
((1) i _02 ) , pues podemos comprobar que el primero es igual al segundo multiplicado

2 maés el tercero multiplicado por —1. En cambio, ¢l vector dado inicialmente no es una

S 0 3 -1 0 1 2 . .
combinacion lineal de los vectores (3 1 2) y (_2 3 1) , porque es imposible

que el elemento de la primera fila y primera columna de la matriz dada inicialmente (que
es 4) resulte multiplicando estas dos tlltimas por un a y por un S, para luego sumar las
matrices obtenidas (en efecto, dicho elemento resultaria -0+ -0 = 0 y no 4).

Otros conceptos fundamentales de “la teoria de espacios vectoriales” son los de “conjunto lineal-
mente dependiente de vectores” y “conjunto linealmente independiente de vectores”:
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En un espacio vectorial real V, se dice que “n vectores forman un conjunto linealmente depen-
diente” si alguno de los mismos es una combinacioén lineal de los restantes. (Se suele decir que
“esos vectores forman un conjunto L..D.”)

Ejemplo: El conjunto formado por las tres 3 matrices dadas en el ejemplo 3) de la pagina anterior,
forman “un conjunto linealmente dependiente” en el espacio vectorial correspondiente. Pues he-
mos visto que la primera es una combinacion lineal de las otras dos.

Nota: Basta que alguno de los n vectores sea la suma de varios otros o la diferencia de otros dos,
para que el conjunto de todos esos vectores sea L.D., pues esa suma o diferencia siempre podra
extenderse a una combinacion lineal de todos los restantes vectores, tomando escalares cero para
los que no intervengan en la misma. E igual ocurre cuando alguno de los vectores sea igual o pro-
porcional a otro o cuando entre los mismos esté el “vector cero” (en esos casos el conjunto de
todos dichos vectores sera L.D.).

Y se dice que en el espacio vectorial V “n_vectores forman un conjunto linealmente indepen-
diente” si ninguno de los mismos es una combinacién lineal de los restantes. (Se suele decir que
“esos vectores forman un conjunto L.1.”"). Obviamente, lo contrario de L.I. es L.D.

TEOREMA FUNDAMENTAL: Si el conjunto de vectores vy, v,, V3, ...., U, es L.I. , los tnicos
escalares a4, @5, a3, ...., &, que cumpliran larelacion a v, + a,v, + azvz + -+ a,v, = Oy
serana; = 0,2, =0,a3 =0, ....,a, = 0.

Y reciprocamente, si ocurre esto ultimo los vectores seran L.1I.

El Teorema dado es cierto, pues si alguno de los valores reales que cumplen la relacion dada fuese
diferente de cero, el vector que lo acompaiie en dicha relacion podria despejarse y quedaria como
una combinacion lineal de los restantes vectores, con lo cual el conjunto seria L.D. (en contra de
lo supuesto).

Y el Teorema reciproco también es cierto. O sea: Si los @nicos escalares que cumplen la relacion
dada son todos de valor cero, el conjunto de vectores sera L.I.

Pues si fuese L.D. habria alguno de esos vectores que seria combinacion lineal de los demas. Y
suponiendo que ese vector fuese el vy (con k algun valor entre 1 y n), se tendria v, = f; - v, +
ot Br_1 Vi1 + Brs1 Vis1 + o+ + Bn " v , con lo cual se tendra también

P11+t Br—1Vk—1 — Vi + Br1 " Vg1 T+ P v = Oy

que es un modo de cumplirse la relacion dada en el Teorema sin ser nulos todos los escalares que
multiplican a los vectores dados (pues el escalar que acompafia a v, es —1), contra lo supuesto.

Y claramente, lo dicho también es validosik =1 o0si k = n.

Ejemplo: Los vectores Z, J. k (de médulo 1, en las direcciones de los tres ejes coordenados y con
los sentidos positivos de dichos ejes) en el espacio vectorial V de todos los vectores libres, son
un conjunto L.I. En efecto, ninguno de los tres puede expresarse como una combinacion lineal de
los otros dos, ya que las combinaciones lineales de dos de esos vectores estaran solamente en el
plano coordenado que los contenga y el tercer vector estara siempre fuera de dicho plano. O bien,

aplicando el Teorema anterior, de al + ] + vk = 0 se deducea = 0, 8 = 0y y = 0, luego los
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vectores son L.I. (en efecto, el vector del primer miembro tiene coordenadas (a, 8, y) respecto a
la base candnica del espacio y el vector cero tiene coordenadas (0, 0,0); con lo cual, si ambos
vectores coinciden, sus coordenadas también tendran que coincidir). Ver Seccion 8.2.

Subespacios vectoriales
Veamos ahora el concepto fundamental de “subespacio vectorial” en un espacio vectorial dado:

Dado un espacio vectorial real V, puede ocurrir que una parte U de sus vectores constituyan a
su vez un espacio vectorial real, utilizando las mismas operaciones “adicion de vectores” y “multi-
plicaciéon de un numero real por un vector” que habia en V (pero operando solamente con vectores
de U). Pues bien, si U cumple esto, al ser subconjunto de V y utilizar en dicho subconjunto las
mismas dos operaciones que teniamos en V, se dira que “U es un subespacio vectorial de V.

Sin embargo, cualquier subconjunto U de V no tiene por qué ser espacio vectorial con las ope-
raciones de V aplicadas a sus vectores, en cuyo caso no seria subespacio vectorial de V.

Ejemplos:

En el espacio vectorial V de los vectores libres del espacio, todos los vectores cuyas direcciones
sean paralelas al plano OXY forman un espacio vectorial U utilizando las mismas dos operaciones
que teniamos en V (para cada vector libre consideraremos siempre su representante fijo con origen
en el origen de coordenadas O y dicho representante quedara entonces contenido en OXY). En
efecto, vemos que la suma de dos vectores del plano OXY es siempre otro vector de dicho plano;
podemos considerar que el vector cero, esta en dicho plano representado por el propio origen de
coordenadas; el opuesto de un vector del plano OXY esta siempre en ese plano, y también el pro-
ducto de un ntimero real por un vector del plano OXY es siempre un vector de ese plano; ademas,
las otras propiedades de un espacio vectorial se cumplen en U, porque se cumplian para todos los
vectores de V, lo cual incluye a los de U . Por tanto, U es un subespacio vectorial de V.

Y, analogamente, todos los vectores de V cuyas direcciones sean paralelas a OXZ forman otro
subespacio vectorial de V. Y todos los vectores de V cuyas direcciones sean paralelas a OYZ for-
man también un subespacio vectorial de V. Pero en V hay muchos otros subespacios, ademas de
los nombrados: En general, todos los vectores cuyas direcciones sean la de una recta cualquiera
y también todos cuyas direcciones sean paralelas a un plano cualquiera son subespacios de V.

Sin embargo, cualquier subconjunto U del espacio vectorial V considerado no tiene por qué ser
un subespacio vectorial de V (basta que no incluya al origen, para que no sea subespacio vectorial;
basta que la suma de dos de sus vectores no sea otro de sus vectores, para que no sea subespacio
vectorial; basta que el opuesto de uno de sus vectores no esté en dicho subconjunto, para que no
sea subespacio vectorial, y basta que el producto de un cierto numero real por uno de sus vectores
no esté en dicho subconjunto, para que no sea subespacio vectorial).

Por ejemplo, en el espacio V de los vectores libres de todo el espacio, el conjunto U de los que
tengan su representante fijo de origen en O con su extremo situado sobre una determinada recta
que no pase por O, no constituirdn un subespacio vectorial de V. En efecto, U no incluye el vector
cero (pues su representante fijo seria el propio origen O, que tiene extremo el propio origen, el
cual no esta sobre la recta mencionada). Ademas, es claro que la suma de dos vectores de U no
quedaria en U y el producto de un numero real diferente de 1 por un vector de U no quedaria en
U (en particular, el opuesto de un vector de U no estaria en U).
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(Habra alguna tnica condiciéon que deba cumplir un subconjunto U de vectores, dentro de un
espacio vectorial V, para que esté garantizado que ese subconjunto sea ““‘un subespacio vectorial”
de V? Pues si. Es la siguiente:

TEOREMA: Un subconjunto no vacio U del espacio vectorial V es “subespacio de V” si y solo
si se cumple la condicion siguiente: “Dados dos vectores cualesquiera de U, cualquier combi-
nacion lineal de dichos vectores pertenece a U”

En efecto, estaran en U: Todas las sumas de vectores de U; todos los productos de nimeros reales
por vectores de U; el vector cero de V (que seria el vector cero de U), y todos los opuestos de
vectores de U. (Las propiedades restantes que deben cumplirse también para que U sea un espacio
vectorial ya se cumpliran, simplemente, porque se cumplen para todos los vectores de V y los
vectores de U estan en V).

Nota: El subespacio vectorial mas pequefio de V estara formado solamente por 0y, . Y el subes-
pacio vectorial mas grande de V es el propio V.

Ejemplos: En el espacio vectorial V de los vectores libres del espacio, donde tomabamos el sub-
conjunto U de los vectores cuyas direcciones son paralelas al plano OXY, vemos que efecti-
vamente, cualquier combinacion lineal de dos vectores de U dara siempre otro vector de U, luego
U es subespacio vectorial de V. Y lo mismo sucederd con los vectores libres que tengan la
direccion de un recta cualquiera y también con los vectores cuyas direcciones sean paralelas a un
plano cualquiera.

Vemos a continuacién otros ejemplos de subconjuntos que son “subespacios vectoriales” v algu-
nos que no lo son:

1) En el espacio vectorial V de las matrices reales de tamafio m X n, todas las matrices que

tengan la ultima columna de ceros, forman un subespacio U de V , porque al sumar matri-
ces se suman los elementos de ambos sumandos que estén en las mismas posiciones, con
lo cual, si los dos sumandos estan en U, la matriz suma también estard en U, y porque al
multiplicar un nimero real por una matriz, todos los elementos de la matriz quedan mul-
tiplicados por dicho niimero, con lo cual, si la matriz tomada esta en U, la matriz producto
también estara en U; en conclusion, cualquier combinacién lineal de matrices de U dara
siempre nuevas matrices de U, luego U es un subespacio de V.
Lo mismo ocurre si la columna de ceros es siempre la primera o si es siempre una misma
columna intermedia. Igualmente ocurre si se trata del subconjunto de las matrices m X n
donde una misma fila tiene todos sus elementos cero. (Pero estos no son los inicos sub-
espacios de V).

2) En el mismo espacio V del ejemplo anterior, las matrices que tengan todos los elementos
de la tltima columna iguales a 1, no forman un subespacio vectorial de V. Basta ver que
el vector cero de V, que es la matriz nula, no esta en el subconjunto de matrices dado.

3) En el espacio vectorial V de los vectores libres del espacio (donde habiamos dicho que el
subconjunto de vectores con direcciones paralelas a un determinado plano forman un
subespacio vectorial de V), los subconjuntos U de todos los vectores de V cuyos repre-
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sentantes fijos con origenes en O tengan sus extremos situados sobre un determinado pla-
no que no pase por O, no seran subespacios vectoriales de V, porque entre sus vectores
no se encontrara el vector cero.

Otro concepto muy importante en “la teoria de los espacios vectoriales” es el de “subespacio gene-
rado” por un conjunto de vectores:

TEOREMA: Dados n vectores de un espacio vectorial V, todos los vectores que puedan obtenerse
haciendo combinaciones lineales diferentes con esos vectores dados, forman un subespacio vec-
torial U de V.

Este subespacio U se llama “subespacio generado” por los n vectores dados. Y esos n vectores
dados constituyen lo que se llama “un conjunto generador” del subespacio vectorial U.

En efecto, si damos dos vectores cualesquiera u, y u, de U, cualquier combinacion lineal de
ambos, utilizando las propiedades del espacio V, podra expresarse finalmente como una com-
binacion lineal de los n vectores del “conjunto generador” de U, luego pertenece a U. Por eso U
es un subespacio vectorial de V, segun el Teorema dado en la pagina anterior.

Nota importante: Si damos otro conjunto de m vectores en V, el “subespacio generado” por estos
vectores puede ser diferente a U o puede ser el mismo U. Es decir, que un mismo subespacio U
puede ser generado por distintos “‘conjuntos generadores”, que pueden tener el mismo numero de
vectores o diferente nimero de vectores. Y como V es subespacio vectorial de si mismo, lo an-
terior se le puede aplicar a todo el espacio V.

Ejemplos:

1) En el espacio vectorial V de las ternas (x,y, z), “un conjunto generador” de todo el es-
pacio (como subespacio vectorial de si mismo) esta formado por los vectores (1,0, 0),
(0,1,0) y (0,0,1). Pero “otro conjunto generador” esta formado por esos vectores
anteriores vy otro vector mas, como el (1,—2,3). En efecto, dado un vector cualquiera
(a, b, c) de V, la combinacion lineal a(1,0,0) + b(0,1,0) + c(0, 0, 1) nos dara el vector
(a, b, c), luego los 3 vectores dados inicialmente son “un conjunto generador” de V.
Pero, la combinacion lineal a(1, 0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) + 0(1, —2, 3) también nos
da el mismo vector arbitrario (a, b, ¢), luego los 4 vectores considerados son “otro con-
junto generador” de V.

Y también el conjunto (0,1,1), (1,0,1) y (1,1, 0) es “generador” del espacio V (sien-
do todos sus vectores distintos de los que aparecian en los anteriores “conjuntos gene-
radores”), pues dado el vector arbitrario (a, b, ¢) existe alguna combinacién lineal de los
3 vectores anteriores que nos dara este ultimo. En efecto, si queremos que

a(0,1,1) + p(1,0,1) +y(1,1,0) = (a,b,c)
tendraqueser f+y =a;a+y =b;a+ f = c (sistema lineal de 3 ecuaciones con 3
incognitas, a, § y ¥, con determinante de los coeficientes

0 1 1
A=|1 0 1= 2 (obsérvese que las columnas son los vectores dados)
1 10
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Luego, por la Regla de Cramer, este sistema sera compatible con solucion unica, obte-
niéndose la solucion: a =(b+c—a)/2;8=(@+c—b)/2yy=(a+b—c)/2.
Pues bien, estos son los coeficientes de la combinacion lineal buscada, con lo cual esta
combinacion lineal existird para cualquier vector (a , b, c¢) dado.

2) En el espacio vectorial V de las matrices reales 2 X 2, el conjunto formado por las dos

. 1 0 0 1 . . t3} 3 1
matrices ( 0 O) , ( 0 0) es “un conjunto generador” del subespacio vectorial U de todas

las matrices que tienen la ultima fila de ceros, pues dada una matriz cualquiera de dicho

subespacio, (8 g) , la combinacién lineal a ((1) 8) +b (8 (1)) nos dara la matriz

anterior.
Pero también serd “un sistema generador” de U el conjunto formado por las 3 matrices

((2) _g ) ’ (_g g) ) (?) (1)) . En efecto, si queremos que se cumpla

2 -3 -1 4 3 1N\_(a b
(o ) o)+ 0)=( o)
siendo la ultima matriz una cualquiera del subespacio vectorial U, los escalares a, f y y

tendran que cumplir las ecuaciones 2a —f+3y =a ; —3a+4f +y =b,queesun
sistema lineal de dos ecuaciones con 3 incognitas (@ , [ , y), cuyas matrices de coefi-

. . 2 -1 3 2 -1 3 a
cientes y ampliada son (_3 4 1) (_3 4 1 b

de orden dos |_23 _AH es diferente de cero, los rangos de ambas matrices coinciden y

). Ahora bien, como el menor

valen 2. Con lo cual, por el Teorema de Rouché-Froébenius, el sistema es compatible. Pero
el namero de incdgnitas es mayor que el rango, luego serd compatible indeterminado
(infinitas soluciones). (Ver la Seccion 9.2). Entonces las 3 matrices dadas, no s6lo son
“un sistema generador” de U, sino que cualquier vector de U se podra obtener mediante
infinitas combinaciones lineales a partir de dichas 3 matrices.

Bases de un espacio vectorial

Otro concepteo fundamental de “la teoria de espacios vectoriales” es el de “base” de un espacio:

Dado un espacio vectorial real V, se llama “una base del espacio V” a cualquier conjunto de vec-
tores de V que sea “un conjunto generador de V”’ v que también sea “un conjunto linealmente
independiente” en V.

Por tanto, si llamamos v, v,, ...., v, a los vectores de una base del espacio vectorial V, cuando
demos un vector cualquiera v de dicho espacio, habrd unos niimeros reales Unicos a4, a5, ... , Ay
de modo que W = a,v; + a,v, + -+ a,vy| . Y esos nameros reales a1, Ay, ... , Ay se llaman
“las coordenadas del vector v respecto a la base dada”.

Es claro que las coordenadas deben existir, porque v siempre se podra escribir como una combi-
nacion lineal de los vectores de la base dada (ya que la misma es “un conjunto generador del es-
pacio V”).

Pero que sean unicas esas coordenadas, es una consecuencia de que la base dada es también “un
conjunto L.I.” de V. En efecto, si hubiesen otras cooordenadas a’; , a'5 , ..., a;, para el mismo
vector v, se podria escribir a;v; + a,v, + -+ apv, = a'yvy + a'yv, + -+ a'yv, , con lo
cual aplicando propiedades que se cumplen en V, sera también

(a1 —a' vy + (@ —a' vy + -+ (@, —a’'p)v, = 0y
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y el Teorema Fundamental de la pag. 5 nos dice que la unica posibilidad de que esto se cumpla

esqueseana; —a'; =0;a,—a’, =0;...;a,—a', =0,conlocualserd a; =a'y,a, =
’ o

ay,,...,0,=a,.

Ejemplo: En el espacio V de las ternas (x,y, z) el conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es “una
base de V”, pues sabemos que cualquier vector de V se puede obtener haciendo una combinacién
lineal de los 3 vectores dados, con lo cual “son un conjunto generador de V. Y ademas “el citado
conjunto de vectores es L.1.”, pues la relacion a(1,0,0) + £(0,1,0) +y(0,0,1) = (0,0,0) so-
lamente se cumple para los valoresa =0, § =0y y =0.

Esta base es la mas importante de V vy se llama “la base candnica” (cldsica) de dicho espacio.

El espacio V anterior es el conjunto que llamamos R3 (conjunto de las coordenadas de todos los
puntos del espacio ordinario, fijado un sistema de referencia cartesiano), que se corresponde con
el conjunto de los vectores libres del espacio, porque dado un vector libre cualquiera, su repre-
sentante fijo con origen en el origen del sistema de coordenadas elegido, tendra un punto extremo
con unas coordenadas Unicas, que son un elemento de R3. Y la base canonica corresponde a los
puntos situados en las partes positivas de los 3 ejes de coordenadas y a distancia 1 del origen (que

son los extremos de los vectores unitarios U, J , k cuando elegimos para esos vectores como origen
comun el origen de coordenadas, los cuales son a su vez “la base candnica” del espacio vectorial
de los vectores libres del espacio, que llamaremos V5 para distinguirlo de R3).

De la definicion de “base del espacio” se deduce que ninguno de los vectores de una base puede
ser el vector cero del espacio (pues hemos dicho que ese vector es linealmente dependiente de los
demas y entonces el conjunto de vectores no seria L.1.).

También se deduce de la definicion de base, que si agregdsemos a sus n vectores uno mas del es-
pacio, el nuevo conjunto de n + 1 vectores ya no serd L.I. (pues ese vector agregado es con
seguridad linealmente dependiente de los anteriores, ya que la base que teniamos era “un conjunto
generador” del espacio), con lo cual el nuevo conjunto de n 4+ 1 vectores ya no serd una base del

espacio.

Y también se deduce de la definicion de base, que si quitdsemos uno de los vectores de una base
de n vectores, el conjunto obtenido de n — 1 vectores ya no seria “generador” de todo el espacio
(por ejemplo, no podria generarse el vector quitado; ya que en caso contrario, ese vector habria
sido combinacion lineal de los demas, cosa que no podra ocurrir al ser la base dada “un conjunto
L.1.”"). Por tanto, el nuevo conjunto de vectores ya no seria una base del espacio.

De las dos tltimas observaciones se concluye que el nimero de vectores de una base del espacio
debe ser algo importante de dicho espacio, pues aumentar o disminuir el nimero de vectores
de cierta base conduce a que ya no tengamos otra base. Pero, ;qué relacion hay entre el numero
de vectores de dos bases completamente distintas del espacio? El Teorema siguiente nos da la res-
puesta:

TEOREMA FUNDAMENTAL: Todas las bases de un espacio vectorial poseen igual niimero de
vectores. Dicho niimero se llama “la dimension del espacio vectorial”.

Por eso decimos que la dimension del espacio R3 de las ternas de nimeros reales es 3, ya que la
base canonica de este espacio posee 3 vectores y segun este Teorema todas las demas bases ten-
dran también 3 vectores.
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Y podemos decir que los vectores libres del espacio son un espacio vectorial V5 de dimensién 3,

S
ya que su base canonica {U, J , k} tiene también 3 vectores, luego todas las demas bases tendran
también 3 vectores. En este espacio, basta tomar 3 vectores “no coplanarios” (que no estén en un
mismo plano) para que tengamos una base del espacio.

Nota 1: Lo dicho para un espacio vectorial V vale, obviamente, para cualquiera de sus subespacios
vectoriales, puesto que cada uno es también un espacio vectorial real. Por tanto, habra distintas
bases (con el mismo nimero de elementos) para cada subespacio U de V, o sea que cada
subespacio U tendrd su propia dimension, la cual tendrd que ser menor que la dimensién del
espacio V, salvo que U y V coincidan. La dimensién del subespacio vectorial mas pequefio, U =
{0y}, es cero (porque carece de base, ya que su unico vector es linealmente dependiente).

Nota 2: Se puede decir que “la dimensioén de un espacio vectorial es el niimero maximo de vec-
tores linealmente independientes de dicho espacio”. Y también puede decirse que “la dimensidon
de un espacio vectorial es el nimero minimo de vectores generadores del espacio”

Otros ejemplos:

1) El espacio M,,«, de las matrices reales m X n es de dimension m - n, pues la base
canonica de este espacio esta formada por matrices de ese tamafio con ceros en todos
los elementos menos en uno de ellos que valdra 1, el cual ocupa todas las posiciones
posibles al cambiar de matriz (las posiciones del 1 se corresponden con el ntimero de
elementos de una matriz de ese tipo, que son m - n). Asi, el espacio M,5 de las ma-
trices 2 X 3 tiene como base candnica el conjunto de las 6 matrices siguientes:

1 0 0y 4O1 0y (0 O 1y (O O 0y (0O O 0y (0 0 O
(O 0 0)’(0 0 0)’(0 0 0)’(1 0 0)’(0 1 0)’(0 0 1)
2) El espacio R, [x] de los polinomios de coeficientes reales en la variable x cuyos gra-
dos no pasen de n, tiene dimensién n + 1, pues su base candnica esta formada por

los n + 1 polinomios 1, x, x2, x3, ....., x™.

3) El espacio R[x] de todos los polinomios de coeficientes reales tiene dimension infi-

nita, pues su base canonica incluye las infinitas potencias de la variable x con expo-

nentes los numeros naturales: 1, x, x2, x3, ..., x™, .....

4) El espacio R de los numeros reales tiene dimension 1, pues su base candnica es el
numero 1 (cualquier nimero real a es igual a @ - 1, tomando a = a).

5) Elespacio C de los nimeros complejos tiene dimension 2, pues su base canonica es
{1, i} (ya que todos los nimeros complejos admiten la forma bindmica a + bi, luego
son combinaciones lineales de 1 ¢ i, tomando a; = ay a, = b).

6) El espacio R? (de los pares de nimeros reales) y el espacio V, (de los vectores libres
de un plano) son ambos de dimension 2, pues la base canénica del primero esté for-
mada por (1,0) y (0, 1), y la base candnica del segundo es {7, J}.

Cambios de coordenadas en un espacio vectorial real

Cuando tengamos una base B cualquiera en un espacio vectorial V de dimension n, todo vector
de V tendra n escalares asociados (ntimeros reales) que lo definen mediante la correspondiente
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combinacion lineal de los vectores de la base. Sabemos que dichos escalares son winicos para cada
vector v dado en V vy se llaman “las coordenadas de v respecto a la base B”. O sea, tendremos
V=00, + vy + -+ apvy, ,donde B = {v;,v,, ..., 1} y las coordenadas de v respecto a B
son (a1, Qy, ., Ay).

Y si damos otra base B’ = {v';,v';, ..., V', } en el mismo espacio V (que tendra obligatoriamente
el mismo nimero de vectores), el mismo vector v tendra otras coordenadas respecto a B', que po-
demos llamar (a'; , a5, ...,a'y), demodo que v = a' v’y + a',v, + -+ a' vy, .

Ejemplos:

1) En el espacio R? de las ternas de niimeros reales, las coordenadas del vector v = (—1,0,3)
respecto a la base canonica B son —1, 0 y 3 (la base candnica de este espacio tiene la ventaja
sobre otras bases de que las coordenadas que posea un vector cualquiera (a, b, ¢) coinciden
con las componentes a, b v ¢ de dicho vector).

Pero otra base del espacio R3 es B’ = {(2,0,—1), (0, 3,2), (1, —1, 0)}. En efecto, “estos vec-
tores son un conjunto L.I.”, ya que la matriz cuadrada de orden 3 cuyas columnas tengan co-
mo elementos las componentes de los vectores dados, tiene determinante 7, distinto de cero
(lo cual prueba que una relacion como a(2,0,—1) + £(0,3,2) + y(1,—1,0) = (0,0, 0) im-
plicara la solucion tnica @ = § = y = 0; pues el sistema de ecuaciones lineales homogéneo
2+y=0;38—y=0;—a+ 28 = 0 serd de Cramer y su unica solucion sera la trivial).
Pero entonces, “el subespacio generado” por esos vectores sera de dimension 3, luego tendra
que ser todo R3; por tanto, también esos tres vectores son “un conjunto generador” de todo
el espacio vectorial que estamos considerando (y al ser también “un conjunto L.1.”, constitu-
yen otra base de dicho espacio).

Pues bien, las coordenadas del mismo vector v = (—1, 0, 3) respecto de la base B’ seran los
nameros reales @, f y y que cumplan (—1,0,3) = a(2,0,—1) + £(0,3,2) + y(1,—1,0).
Entonces esos valores seran solucion del siguiente sistema lineal no homogéneo de 3 ecua-
ciones con 3 incognitas: 2a+y=—1 ; 36—y =0 ; —a+ 28 =3, que también es de
Cramer, pues su matriz de coeficientes es la misma del sistema homogéneo anterior y su de-
terminante vale 7). Por tanto, el sistema de ecuaciones serd compatible con solucion unica,
siendo los valores de las incognitas ¢ = —11/7 ; 8 = 5/7 ;¥ = 15/7. Entonces, las nuevas
coordenadas del mismo vector v = (—1, 0, 3) respecto a la nueva base B son —11/7.5/7 y
15/7, que no se parecen en nada a las anteriores coordenadas del mismo vector.

2) En el espacio R3[x] de los polinomios de coeficientes reales en la variable x hasta el grado 3
como maximo, las coordenadas del vector 3x3 — 2x + 8 respecto a la base candnica B =
{1,x,x2%,x3} son (8,—2,0,3). Y las coordenadas de ese mismo vector respecto de la nueva
base B’ = {x3 —x, 2x — 1, —4x?, x + 2} seran (, B,y, §), de modo que se cumpla:

3x3 —2x+8=a(x3>—x) +BQ2x —1) +y(—4x®) +6(x + 2)

Haciendo operaciones en el segundo miembro, la identidad anterior se transforma en:

3x3 —2x+8=ax3—4yx?+ (—a+ 2B + 8)x + (—f + 26)
Y el principio de identidad de polinomios establece que entonces tendra que ser:

a=3; =4y =0; —a+20+6=-2; -f+26=8

(sistema de 4 ecuaciones lineales con 4 incognitas, que es también de Cramer porque el de-
terminante de la matriz de sus coeficientes puede comprobarse que vale 20 y cuya solucion
unicaes a =3 ;8 =—-6/5;y =0;8 = 17/5). Por tanto, las coordenadas del vector dado
3x3 — 2x + 8 respecto aB’ son (3,—6/5,0,17/5), diferentes a las anteriores.

Nota: B’ es base del espacio porque tiene 4 vectores que son L. I. y todo el espacio es de di-
mension 4. Y son L.I. porque de la relacion
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a(x®?—x)+pR2x—1) +y(—4x?) +6(x +2) = 0x3 + 0x2 + 0x + 0
se deducen los unicos valores ¢ = f§ =y = § = 0, precisamente porque es de Cramer el sis-
tema al que se llega, que es el mismo que resolvimos anteriormente pero con segundos miem-
bros todos cero.

30)

-1 4
17 11 .
-5 E) respecto a la base B del espacio cuyos vectores

son vy = (_01 i) , Uy = (8 _i) , V3 = (_21 _12) y Uy = (3 _01) . Pueden obte-

nerse dichas coordenadas poniendo que sea v = av, + v, + yv3 + v, , lo cual conduce
al sistema lineal de ecuaciones —a —y +36 =3 ;20 —-28+y—-8=0;2y+26 =—-1;
a+ [ — 2y =4, el cual es nuevamente de Cramer con determinante de los coeficientes A =
36, obteniéndose la solucion Gnica @ = 14/12 ; =0,y =—-17/12 ;5§ =11/12 . Pero
también podemos comprobar las coordenadas dadas, efectuando la correspondiente combi-
nacion lineal con las matrices de la base.

3) En el espacio M,,, de las matrices reales de 2 filas y 2 columnas, el vector v = (

14
posee las coordenadas (E , 0,

. . 105 77 14 14
En cambio, el mismo vector v posee coordenadas (E 29 39 E) respecto a la base B’

del espacio cuyos vectores son v'; = (1 _21) ,V', = (_% é) , V'3 = (_g ;) y vy =
(é g) Se comprueba efectuando la correspondiente combinacion lineal para ver que resulta
el vector v dado:

105 4 —1y 77 14 ,_ 14
E(i 21)+E(—02 é)_E( 02 §)+E(é g)=(_31 91)

0 105 154 49 _

105
En efecto, — +

28 | 14 _ 147 105 | 77 14 | 42
—t+—=—=3;——4+—-———F—=—=—=0;————=—-—=-1
49 ' 49 49 49 49 ' 49 49 ' 49 49 49 49 49
210 42 28 _ 196 _

Y T mtm— %

La pregunta natural ahora es ;hay algin modo general de calcular las nuevas coordenadas de un
vector en funcidén de las coordenadas iniciales del mismo vector, cuando se hace un cambio de
base en el espacio, sin necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales como los vistos
anteriormente? El siguiente Teorema establece que si lo hay:

Llamemos (@4 , a5, ..., @,) a las coordenadas de un vector cualquiera v del espacio V, de dimen-
sion n, respecto de la base B = {v; ,v,, ..., v} y sean (a'y a5, ...,a@'y) las coordenadas del
mismo vector v respecto a otra base B' = {v'; ,v'5, ..., V', } del mismo espacio.

Sean también (a'y1 ,a@'15 , ..., @'1,) las coordenadas del vector v; de la base B respecto a la base
B'; sean (a'yy , a5, , ..., a'5y) las coordenadas del vector v, de la base B respecto a la base B';
..,ysean (a'p1,a pa ) .., @ ) las coordenadas del vector v, de la base B respecto a la base

B'. Estas ultimas coordenadas son los elementos de las n filas de una matriz cuadrada de orden
n, que podemos llamar A.

TEOREMA: Se tiene entonces la relacion matricial

(@1 apdp)=(ay az..ap) A

valida para todo vector v del espacio V. Se le llama “la ecuacion matricial del cambio de coor-
denadas de la base B a la base B’ en el espacio V.

Y la matriz A se llama “matriz del cambio de base” de Ba B’ en V.
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De modo que, dadas las coordenadas de un vector cualquiera v respecto a la base B (que no tiene
por qué ser la base candnica del espacio V), basta efectuar el producto de matrices del segundo
miembro de la “ecuacion del cambio de coordenadas” para tener las coordenadas del mismo vec-
tor v respecto a la base B’

Ejemplo: Tomemos de nuevo el espacio vectorial R® de todas las ternas de nimeros reales. La
base canonica del espacio hemos dicho que es B = {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} y las coordenadas
del vector v = (—1, 0, 3) respecto a esta base son a; = —1, a, = 0y a3 = 3. Tomemos la nueva
base B' = {(2,0,—-1),(0,3,2),(1,—1,0)} (ya utilizada en el ejemplo 1 de la pag. 12), de forma
que en ese ejemplo habiamos calculado las nuevas coordenadas del mismo vector v respecto a
esta base B, las cuales erana’; = —11/7 ,a', =5/7 ya's = 15/7 .

Si calculamos ahora las coordenadas del vector v; = (1,0, 0) respecto a la base B’, de modo ana-
logo a como lo hicimos con el vector v, resultan a'y; = 2/7 , a’y, =1/7 y a';3 = 3/7 . Cal-
culando también las coordenadas del vector v, = (0, 1, 0) respecto a la base B', resultan a’,; =
2/7,da'5, =1/7 ya'y3 =—4/7 .Y calculando las coordenadas del vector v; = (0,0, 1) res-
pecto a la base B, resultan a's; = —3/7 , @'3, = 2/7 y a'33 = 6/7 . (Los sistemas de ecua-
ciones a resolver en los 3 casos son como el sistema que se resolvio en el ejercicio 1 de la pag. 12
para hallar las coordenadas nuevas del vector v que habiamos dado, pero cambiando los segundos
miembros de las ecuaciones, que seran ahora las componentes del vector de la base B que con-
sideremos en cada caso).

2/7 1/7 3/7
Entonces la matriz A que menciona el Teorema anterior sera: A = ( 2/7 1/7 -4/ 7)
-3/7 2/7 6/7

(nodtese que las coordenadas respecto a B’ de los 3 vectores de la base canoénica B son los ele-
mentos de las 3 filas de esa matriz).

Pues bien, podemos comprobar efectuando el producto de matrices que (—11/7 5/7 15/7) =
(=1 0 3)-A, como dice el Teorema.

E igual ocurre para cualquier otro vector dado (a, b, ¢): Sus coordenadas respecto a la base ca-
noénica B seran ay = a, @, = by a3 = ¢ , mientras que sus coordenadas respecto a la nueva base
B’ que habiamos dado seran los elementos de la matriz producto siguiente

2 3 1 1 2 3 4 6 )

2
(a b c)-A—<7a+7b—7c 7a+7b+;c ;a—;b+7c

. 2 2 3 1 1, 2 3 . .6
Esdecir,jd'y =-a+-b—=>c, @', =-a+-b+=>cylas=-a—-b+-c.
7 7 7 7 7 7 7 7 7

Obsérvese que para a =1, b = 0 y ¢ = 0 se obtienen coordenadas (2/7,1/7,3/7) que son
efectivamente las nuevas coordenadas del vector (1,0, 0). Y asi mismo podemos comprobar las
nuevas coordenadas de (0, 1,0), lasde (0,0, 1) ylasde v = (—1, 0, 3). Para este tltimo, haciendo

a=—1,b=0yc =3, obtenemos (—3—2 ,—=42 ,—E+E) = (—E , 2, E).
77’ 77 777 7

Nota: Aqui hemos usado, como primera base B, la candnica del espacio R (pero lo hemos hecho
por comodidad, ya que asi teniamos las coordenadas del vector v respecto a la misma, sin nece-
sidad de estarlas calculando). Pero B podria haber sido cualquier base (como lo es B') y en muchos
casos los vectores del espacio se daran a través de sus coordenadas respecto a esa base B (con lo
cual no habria que calcularlas) y lo que querremos saber son sus coordenadas respecto a B'. Pero
para eso necesitaremos conocer la matriz A y si no la tuviésemos habra que calcular las coorde-
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nadas de todos los vectores de B respecto a la base B’ (lo cual puede ser tedioso, pues implica
cada vez resolver un sistema de Cramer como los vistos anteriormente).

MUY IMPORTANTE: La matriz A del Teorema anterior tendra determinante diferente de cero,
pues sus filas son las coordenadas de los vectores v4, v,, ...., v, de la base B inicial respecto a
la nueva base B’, luego esas filas serdn linealmente independientes entre si (si dichos vectores son
L.I., también lo seran sus coordenadas respecto a cualquier base del espacio, puesto que una com-
binacion lineal entre dichas coordenadas implicaria la misma combinacion entre los vectores, in-
compatible con que formen una base del espacio). Por tanto, A admite inversa. Entonces, mul-
tiplicando por A~ (por la derecha) ambos miembros de la igualdad dada en el Teorema de la pag.
13, se tendré:

(a; ag . ay)=(a'y a5 .. a',) A1

nueva “ecuacion matricial” que nos permite obtener las coordenadas de un vector cualquiera res-
pecto a la base B, partiendo de las coordenadas del mismo vector respecto a la base B’ (o sea, el
proceso inverso del anterior, donde se podian obtener las coordenadas respecto a B’ a partir de las
coordenadas respecto a B).

Lo cual nos dice entonces que las coordenadas respecto a B de los vectores de la base B’ serdn
los elementos de las filas de la matriz A~*(asi como las coordenadas respecto a B’ de los vectores
de la base B eran los elementos de las filas de la matriz A).

Por ultimo, habiamos dicho en el Teorema de la pag. 13 que la matriz A se llama “matriz del cam-
bio de base” de B a B’, con lo cual A~! se llamar “matriz del cambio de base” de B’ a B.

Ahora otras preguntas logicas son: Cuando tengamos una matriz cuadrada de orden 3 cualquiera,
cuyo determinante sea diferente de cero, ;podremos siempre interpretarla como una cierta “matriz
de cambio de base” en el espacio vectorial R3 o en un espacio cualquiera V de dimension 3?

Y ;pasara lo mismo cuando la matriz dada sea de orden n, con determinante distinto de cero, en
el espacio vectorial R™ u otro espacio V de dimension n?

La respuesta a la primera pregunta es si, pues en el caso de orden 3, las 3 filas de la matriz A dada
pueden siempre considerarse las coordenadas de los vectores de la base candnica B del espacio
R3 respecto a otra cierta base B’ del mismo espacio. Y esto es generalizable a R™.

Pero, ;podremos determinar esa otra base B'? Si, porque podremos calcular la matriz inversa A~*
y recordar que sus filas incluyen las coordenadas de los vectores de B’ respecto a la base candnica
B, con lo cual conoceremos perfectamente esos vectores, tanto en R® como en R™ (pues sus com-
ponentes seran directamente sus coordenadas).

Y en el caso de un espacio cualquiera V de dimension 3 (o de dimension n), elegida una base B
cualquiera, siempre podremos considerar que las filas de la matriz A dada son las coordenadas
de los vectores de dicha base respecto de otra cierta base B’ del mismo espacio. Y, calculada la
matriz A~1, tendremos en sus filas las coordenadas de los vectores de esa base B’ desconocida,
respecto a la base B elegida inicialmente, con lo cual esos vectores v'; , V', y v'; (0 bien v’y ,
v',, ..., V', siladimension es n) serdn perfectamente calculables efectuando las combinaciones
lineales respectivas con los vectores de la base B.
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1 0 -1
Ejemplo: Sea la matriz A = (0 3 1 > cuyo determinante vale 1.
2 5 0

Podremos interpretar en el espacio vectorial R3, que A es “la matriz del cambio de base” de la
base canonica B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a otra cierta base B’ = {v';,v',,v'3}, siendo
los elementos de sus 3 filas las coordenadas de los vectores de B respecto a dicha base B'. En-
tonces, dicha matriz sirve para calcular coordenadas respecto a B’ de cualquier vector dado res-
pecto a la base candnica B, usando la ecuacién matricial (a'; a', a's) = (a; @, az)-A.

Y hemos dicho que las coordenadas de los vectores de esta base B’ respecto a la base candnica B
seran los elementos de las filas de la matriz inversa A~1.

-5 -5 3
Calculando esta inversa, resulta A1 = ( 2 2 —1) (Ver Seccién 9.1).
-6 -5 3

Por tanto, los vectores de la base B’ seran

vll = (_SI_SI 3) 5 vlz = (2; 2'_1) 5 17,3 = (_6,_5, 3)

porque sus coordenadas respecto a B seran directamente sus componentes, ya que Suponemos que
B es la base candnica. Y la matriz A~1 sirve para calcular coordenadas respecto a la base candnica
B de cualquier vector dado en funcién de la base B’, mediante la ecuaciéon matricial

(a1 ay az) = (a'y @'y a'3) AT

En efecto, el vector v'; tiene coordenadas (1,0,0) respecto a B’ y al multiplicar la matriz fila
(1 0 0)por A~? resulta la primera fila de esta matriz, que son las coordenadas de v’ respecto
a la base candnica (coincidentes con sus propias componentes); analogamente, los vectores v', y
v'5 tienen coordenadas (0, 1,0) y (0, 0, 1) respecto a B’ y al hacer los correspondientes productos
de matrices filas por A™! resultan las filas segunda y tercera de esa matriz; eso corrobora que las
coordenadas de los vectores v'; , V', , V'3 respecto a B aparecen en las tres filas de la matriz A7,

2 0 -1 o0
Otro ejemplo: Sea la matriz A = 2 (1) g _11 , cuyo determinante vale 1, como puede
3 2 5 0

comprobarse (se toma una matriz de determinante 1 para que su matriz inversa sea mas comoda
de calcular por tener elementos enteros, pero en modo alguno esto es una restriccion obligatoria).

Queremos interpretarla como “matriz de cambio de base” de la base candnica B a otra base B’,
en el espacio vectorial M,,., de todas las matrices reales de 2 filas y 2 columnas (que es de dimen-
sion 4).

Recordemos que la base canoénica B de este espacio estd formada por los cuatro vectores

n=(b =0 )i n=C 9iu=( 9

Obsérvese que al ser el espacio vectorial M,,, de dimension 4, cualquier “matriz de cambio de
base” en dicho espacio sera cuadrada de orden 4 con determinante diferente de cero como la dada
(en general, para un espacio V de dimension n, las “matrices de cambio de base” seran cuadradas
de orden n, con determinante diferente de cero).
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Entonces tomamos los elementos de la primera fila de la matriz dada como las coordenadas de v;
respecto de esa cierta base B’ del espacio M,,, que determinaremos luego. O sea que tendremos,
vy =20 +0v', + (1)v'3 + 0V, ,donde B' = {v'y ,v', ,v'3,v 4} es esa otra base.

Y de modo analogo, los elementos de las filas 2%, 3* y 4* de A seran las coordenadas respectivas
de los vectores v, , V3 y v, , respecto de B'.

Asi, la “ecuacion matricial del cambio de coordenadas” de la base B a la base B’ sera:

(@ ay a3 a'y)=(a1 a; az ay)-A

donde la “matriz fila” del segundo miembro tendra como elementos las coordenadas de cualquier
matriz 2x2 (vector del espacio) respecto a la base canonica B de las matrices y la “matriz fila” del
primer miembro tendra como elementos las coordenadas del mismo vector respecto a la base B’
(todavia desconocida).

Y también sabemos que la ecuacion matricial del cambio de coordenadas de la base B’ a la base
. . _ ’ ’ ’ ’ .A-1
B sera entonces: (1 a; az ay)=(a'y ', a'5 a'y)-A

siendo los elementos de las 4 filas de A~! las coordenadas de los 4 vectores (que son matrices
2x2) de la base B’ respecto a la base B.

1 2 2 -1
-4 -13 -13 7
1 4 4 =2
-4 -14 -13 7

Calculada la inversa de A4, se obtiene: Al =

Por tanto, las coordenadas de v'; respecto a la base B son (1,2,2,—1), con lo cual ya podemos
conocer ese vector de la base B':

r _4.(1 0 (0 1 (0 0 _y.(0 O0y_(1 2
vi=1 (o 0)+2 (o 0)+2 (1 o)+( D (o 1)_(2 —1)
(obsérvese que las coordenadas respecto a la base canonica del vector pasan a ser sus elementos

como matriz, asignados con el orden a;; = @12 = Ay = Ayy).

Por tanto, analogamente: v', = (__143 _173) V' = (i _‘;) y v, = (_—143 —174)

Por tanto, ya tenemos los 4 vectores de la base B’ hasta ahora desconocida.

Con lo cual, ya podemos comprobar las coordenadas de los vectores de la base candnica B res-
pecto de esta nueva base B', las cuales son los elementos de las 4 filas de la matriz A dada:

Comprobacion de las coordenadas (2, 0, —1, 0) de v, (respecto a B'):

2+ (-vs=2-(3 2)+en-(; 2)=C D+ =0 9=m

Comprobacion de las coordenadas (0, 1, 0, —1) de v, (respecto a B'):

Wz + (v =1- (—_143 _173) =D (__143 _174) - (8 (1)) =72

Comprobacion de las coordenadas (1, 0, 3, 1) de v; (respecto a B'):

W= )+ (5 S+ (G5 ) =0 o=

Y comprobacion de las coordenadas (3, 2, 5, 0) de v, (respecto a B'):
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w2 ks =(g )+ (56 1)+ Go _10)=(0 )=

Por ultimo, comprobacién (con un ejemplo) del buen funcionamiento de la ecuacion matricial del
cambio de coordenadas de Ba B', quees (a'y a', a'5 a'y)=(a; a, az a,)-A:

-2

5
respecto a B). Y efectuando el producto de la matriz fila (=2 3 5 — 1) por la matriz A da-
da, se obtiene lanueva matrizfila (—2 1 12 2),como puede comprobarse facilmente. Luego
las coordenadas de v respecto a la base B’ seran (—2, 1, 12, 2). Y en efecto,

Dado el vector v = ( _?1’) setiene ¢y = —2; a, =3 ; a3 =5 ; a, = —1 (coordenadas

(_2)77,1 + 117’2 + 1217’3 + 217'4 =
=(3 DG TG S = D)=

a b

Igual podria hacerse para cualquier vector v = (c d) del espacio vectorial M,,., .

Ahora bien: En este ultimo ejemplo, la matriz dada 4 puede también interpretarse como “matriz
de cambio de base”, siendo B una base cualquiera del espacio (no necesariamente la base cané-
nica) con lo cual la base B’ seria otra diferente a la obtenida antes.

Elijamos por ejemplo la base B = {((2) _13),(_01 (1)), ((2) _12),(_01 g)} del espacio vec-
torial de todas las matrices reales de tipo 2x2 (puede comprobarse que estos vectores dados son
L.I aplicando el Teorema de la pag. 5, con lo cual también son un conjunto generador de todo el
espacio vectorial, ya que son cuatro y esa es la dimension de dicho espacio). Podremos interpretar
que la matriz dada A tiene como elementos de sus 4 filas las coordenadas de los anteriores vectores
(v1,V,,V3 y Vs, enel orden dado) respecto a una cierta base B' = {v'; ,v', ,v'5,v',} todavia
desconocida.

Entonces, calculada la inversa de A, tenemos en los elementos de sus filas las coordenadas de los
4 vectores de la base B’ respecto a la base B (dada). Por tanto, podemos calcularlos:

b

v’]_ = 1171 + 2172 + 2173 + (_1)174_ = (4 _3)

1 —4
=21 23)

vy = (=4 + (—13)v, + (=13)v3 + 7y, = ( -7 20

17’3 = 11]1 + 4172 + 4'U3 + (_2)U4 = (6 _7)

2 -5
: —20 22
vy = (s + (-14)v; + (—13)v5 + 7v, = ( s 20)

(nos hemos ahorrado las operaciones intermedias, que el lector sabe hacer).

. (4 =3\ (—21 23\ (6 =7\ (=20 22
Entonces: 2 ={(0 205 200G 555 %)
Y ahora podemos comprobar las coordenadas de los vectores de la base B (elegida al principio)
respecto de esta base B’, que estan en los elementos de las 4 filas de la matriz A dada:

Comprobacion de las coordenadas (2,0, —1, 0) de v, (respecto a B'):
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, ;o _ (8 =6\ _(6 =7\_ (2 1)_
wh=vs=(, -G 5= 3)=w
Comprobacion de las coordenadas (0,1,0,—1) de v, (respecto a B'):
, ro_ (=21 23\ _ (20 =22\ _ (-1 1\ _
vamva= (25 50)=(5 50)=( o) =
Comprobacion de las coordenadas (1, 0,3, 1) de v; (respecto a B'):

rdyedi=(i 2+ (0 D)5 0)=6 D)=

Y comprobacion de las coordenadas (3, 2, 5,0) de v, (respecto a B'):

it ksvy= (3 Zp)+ (o)t (o Z29)=( 9=

Un ejemplo maés en el espacio vectorial R,[x] de todos los polinomios en la variable x, de coe-
ficientes reales y de grado 2 como maximo.

La base canonica de ese espacio es B = {1,x,x2}, luego el espacio es de dimension 3.

(Sera B' = {x, x> — 3, 2 — x} otra base de este espacio? Veamos: Formamos la combinacion
lineal a-x+pB-(x?2-=3)+y-(2—x)=px*+ (a—y)x+ (=38 + 2y) y la identificamos
con el vector cero de este espacio que es el polinomio 0x? + 0x + 0 . Por tanto, tendra que cum-
plirse § =0;a—y =0;-=38+ 2y =0, que es un sistema de ecuaciones lineales de Cramer
y homogéneo, con unica solucion a = ff =y = 0 (en efecto, el determinante A de la matriz de
los coeficientes vale —2 # 0). Por tanto, los vectores del conjunto B’ son L.I. (segun el Teorema
de lapag. 5) y como B’ tiene 3 vectores, serd también “un conjunto generador” de todo el espacio
vectorial. En conclusion: B’ es otra base del espacio vectorial.

Pero son evidentes las coordenadas de los vectores de esta base B’ respecto a la base candnica B:
Las coordenadas del vector v'; , que es el polinomio x, son (0,1, 0); las coordenadas del vector
v, , que es el polinomio x? — 3, son (=3, 0, 1), y las coordenadas del vector v'5 , que es el poli-
nomio 2 — x, son (2,—1,0).

Por tanto, ya conocemos la matriz A~ del cambio de coordenadas de la base B’ a la base B, cuyas

filas son las anteriores coordenadas:
0 1 0
Al=|1-3 0 1
2 -1 0

Con lo cual, la matriz A del cambio de coordenadas de la base B a la base B’ serd su inversa. Y
calculando la inversa de A~1, obtenemos:

1/2 0 1/2
A= ( 1 0 0 )
3/2 1 3/2

obteniendo en sus 3 filas las coordenadas de los vectores de la base candnica B respecto de la
base B’ que dimos. (El lector puede hacer las correspondientes comprobaciones).
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