MATRICES Y DETERMINANTES

Matrices reales

Se llama matriz de m filas y n columnas a cualquier disposicion rectangular de objetos (nor-
malmente nimeros, pero pueden ser funciones u otros objetos) de modo que haya un objeto en el
cruce de cada “fila” con cada “columna’: Las m “filas” de la matriz son alineaciones horizontales
de n objetos y las n “columnas” de la matriz son alineaciones verticales de m objetos. Si es m =
n , lamatriz se llama “cuadrada”. A cada objeto que aparezca en una matriz se le llama “elemento”
de la matriz.

Los distintos “elementos” de una matriz se representan por una letra con dos subindices (el primer
subindice indica la fila donde se encuentra dicho “elemento” y el segundo subindice indica la co-
lumna donde también se encuentra). Basta numerar las filas de arriba hacia abajo y numerar las
columnas de izquierda a derecha, para que todos los “elementos” de la matriz tengan una escritura
unica, del tipo a;;, con i entero entre 1 y m (si la matriz posee m filas) y con j entero entre 1 y n

(si la matriz posee n columnas).

Trabajaremos en este tema con “matrices numéricas reales”, donde todos sus elementos son
numeros reales. La matriz se llamaria “matriz numérica compleja” si todos sus elementos fuesen
numeros complejos (habria posiblemente reales e imaginarios; pero no todos reales, para ser
verdaderamente matriz compleja), y se llamaria “matriz funcional” si todos sus elementos fuesen
funciones (del tipo que sean).

Por tanto, en una “matriz numérica”, cada elemento pertenece a una sola fila y a una sola columna,
pero ademas tiene un valor numérico. De modo que muchos elementos diferentes pueden tener el
mismo valor numérico, pero son diferentes por estar situados en diferentes filas o en diferentes
columnas.

Dos “matrices numéricas” se dicen iguales si y s6lo si tienen el mismo nimero de filas, tienen el
mismo numero de columnas y todos los “elementos” de una de las matrices coinciden en valor
numérico con los “elementos” de la otra que ocupen las mismas posiciones.

MUY IMPORTANTE: Una “matriz numérica” no tiene valor numérico, salvo que se reduzca a
un solo elemento por tener solamente una fila y una columna.

Notaciones: Las matrices suelen representarse en forma abreviada por letras mayusculas. Si una
matriz se llama A, representaremos sus elementos normalmente por a;;. Y si se llama B, sus ele-
mentos se representaran normalmente por b; -

Para una matriz A de m filas y n columnas se escribe: A = (ai j) ,indicando 1 <i<my 1<
Jj < n. También en ese caso se dice que la matriz A es “de tipom X n”.

Y si la matriz A es cuadrada de n filas y n columnas, se dice que A es “de orden n”. En ese caso
<

los elementos de la matriz de la forma a;; , con 1 <i < n, se dice que forman “la diagonal
principal” de la matriz.

Con las notaciones anteriores, las matrices A y B seran iguales solamente cuando sean del mismo
tipo (o del mismo orden si son cuadradas) y ademds sea a;; = b;; para todo i y para todo j.

Operaciones con matrices del mismo tipo
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Dadas dos matrices A y B, ambas de tipo m X n, se definen su “matriz suma” y sus “matrices
diferencias” asi:

O sea, para obtener A + B se suman los elementos que estan en las mismas posiciones, y para
obtener A — B y B — A se restan también los de las mismas posiciones, pero cuidando el orden.
Obviamente, las matrices A + B, A — By B — A son también de tipo m X n.

Dado un niimero real cualquiera k y una matriz A de tipo m X n, se define el producto de k por
Aasi: kA= (k - a; j). O sea, se multiplican todos los elementos de A por el nimero k. La nueva
matriz también sera de tipo m X n.

En particular, si k = —1, la matriz kA se representa por —A y se llama “la opuesta de A”, que
tendra todos sus elementos de signo contrario a los de A.

La suma de una matriz A (de tipo m X n) con su opuesta —A, nos dara una matriz de tipom X n
cuyos elementos son todos cero. Esta matriz se llama “matriz nula” de tipo m X n y la represen-
taremos por O, xp-

Tenemos también que la suma de la matriz nula (de tipo m X n) con cualquier otra matriz del
mismo tipo nos dara siempre esta ultima matriz. Por ello se dice que la matriz O, «,, es la matriz
"elemento neutro de la suma” (entre matrices del mismo tipo).

Principales propiedades de la suma de matrices del mismo tipo y del producto de niimeros
reales por matrices

Supondremos todas las matrices reales, con m filas y n columnas (pudiendo ser m = n).

Propiedades de la suma:

1) (A+B)+C=A+B+0) (propiedad asociativa)

2) A+B=B+A (propiedad conmutativa)

3) A+ Opxn = Opxn + A=A ,paratoda A (existe matriz elemento neutro: Op,xy,)
4) A+ (—A)=(-A)+ A =0pxn (toda A tiene opuesta: —A)

Propiedades del producto de numeros reales por matrices:

1) k(A+B)=kA+ kB (prop. distributiva por la izquierda)
2) (kqy + k) A=kiA+ kA (prop. distributiva por la derecha)

3) (k1 ky) A=kq (kA) (prop. asociativa)

4) 1-A=A (existe numero real elemento neutro: 1)

Producto de matrices

Dada la matriz A de tipo m X n y la matriz B de tipo n X p (atencién: n® de columnas de A igual
a n° de filas de B, obligatoriamente), se define la matriz producto AB del siguiente modo: Cada
elemento ¢;; de AB se obtiene multiplicando todos los elementos de A que estan en su fila i por
los correspondientes elementos de B que estan en su columna j y luego sumando todos esos
productos. Asi la matriz AB resulta con tantas filas como A vy con tantas columnas como B, es
decir, de tipom X p.
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Obsérvese que para que pueda existir también el producto BA, debe ser p = m. En ese caso, A
seria de tipom X n, vy B seria de tipo n X m, con lo cual AB seria de tipo m X m, o sea cuadrada
de orden m, y BA seria de tipo n X n, o sea cuadrada de orden n.

En conclusién: No siempre puede hallarse el producto AB, ni el producto BA. A veces puede
hallarse AB, pero no puede hallarse BA. Otras veces es BA la que existe, pero no existe AB.
Cuando existan AB y BA, estas dos matrices seran cuadradas, pero tendran en general tamafios
diferentes. Por ultimo, s6lo existiran AB y BA, resultando ambas del mismo tamafio, cuando sea
m =n = p (es decir, cuando A sea cuadrada y B sea cuadrada del mismo orden). Pero, incluso
en ese caso, seran AB y BA distintas en general.
4 1 1 -2 7 =7
(—2 —1)'(3 1) - (—5 3)

Ejemplo: (é _12)'(_2 _11)=(180 g)

Producto de matrices cuadradas del mismo orden

Cuando A y B son cuadradas de orden n sabemos que existen AB y BA, las cuales vuelven a ser
cuadradas del mismo orden (pero no tienen por qué coincidir).

Entre los matrices cuadradas de orden n ;habra alguna que sea "elemento neutro" de la multipli-
cacion? Si, la llamada “matriz unidad de orden n”, representada por I, cuyos elementos de “la
diagonal principal” son todos 1 (i;; = iz = iz3 =...euus =1i,, = 1) y los restantes elementos
son todos cero (a;; = 0 sii # j).

De modo que, efectivamente, si multiplicamos I,, por cualquier matriz A de orden n, resulta como
producto A. Y también multiplicando cualquier matriz A de orden n por I,,, se obtiene A.

Ahora, dada una matriz cualquiera A de orden n, ;habra otra matriz que sea la "inversa de A", o
sea que el producto de ambas resulte I,,? Depende de A. Es decir, que habra matrices que tendran
“inversa” y otras matrices no la tendran. Se vera mas adelante que sélo tienen “inversa” las ma-
trices cuadradas de orden n que tengan determinante diferente de cero.

Propiedades principales del producto de matrices cuadradas de orden n:

1) (AB)C =A(BC) (prop. asociativa)

2) En general, AB # BA (prop. no conmutativa)

3) Al,=1,A=A, paratoda A (existe matriz elemento neutro: I,,)
4) AB+C)=AB+ AC (prop. distributiva por la izquierda)
5) B+CA=BA+CA (prop. distributiva por la derecha)

6) k(AB)=(kA)B = A(kB) (prop. especial que involucra los dos productos)

Trasposicion de matrices

Dada una matriz A cualquiera de tipo m X n, se llama "matriz traspuesta" de A a la matriz que
tenga por filas las columnas de A, con lo cual tendra por columnas las filas de A. Representaremos
a la traspuesta de A por At. Por tanto, A® sera de tipo n X m.

En el caso de que A sea cuadrada de orden n, su traspuesta A® sera cuadrada del mismo orden.
En general, para matrices de tipo m X n (pudiendo ser cuadradas del mismo orden), se tiene:

(A+B)t = At + B (A—B)t = At — Bt (kA)E = k(A
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Por otro lado, si la matriz A es de tipo m X n y la matriz B es de tipo n X p, se tiene:
(AB)t = BtAt

o0 sea, la traspuesta del producto AB es el producto invertido de las traspuestas de ambas. Esto
naturalmente se sigue cumpliendo si ambas matrices son cuadradas del mismo orden.

Matrices cuadradas de tipos especiales

Una matriz cuadrada se llama "simétrica" si todos los elementos a;; y a;; (que estan en posiciones

simétricas respecto de la “diagonal principal” de la matriz) tienen el mismo valor numérico. Por
tanto, si una matriz es simétrica, coincidira con su traspuesta.

Una matriz cuadrada se llama "triangular superior" si todos los elementos que estdn por debajo
de su “diagonal principal” valen cero. O sea, a;; = 0 cuando i > j. Los demas elementos pueden
valer cero o no.

Una matriz cuadrada se llama "triangular inferior" si todos los elementos que estan por encima de
su diagonal principal valen cero. O sea, a;; = 0 cuando i < j. Los demas elementos pueden valer
CEero o no.

La traspuesta de una “matriz triangular superior” es una “matriz triangular inferior”, y viceversa.

Una matriz cuadrada se llama "diagonal" si todos los elementos que estan fuera de su diagonal
principal valen cero. O sea, a;; = 0 para i # j. Los elementos de la diagonal principal pueden
valer cero o no.

Una matriz cuadrada se llama "escalar" si es diagonal y todos los elementos de su diagonal prin-
cipal tienen el mismo valor numérico. Si dicho valor comun es k, multiplicar esta matriz por otra
A equivale a hallar kA (de ahi su nombre). Ademas, vemos que la matriz I,, es una matriz escalar
(donde k = 1).

Determinante de una matriz cuadrada

El “determinante” de una matriz cuadrada es un numero real inico, que depende de los elementos
de la matriz, obtenido mediante unas reglas que pueden ser las siguientes:

1) Si la matriz A = (ai j) es cuadrada es de orden 2, su “determinante” se dice también de orden

2 y es el resultado de la siguiente operacion: a1 - @y, — a4 - Az1. Se represente por |A| y también
se puede escribir:

a;1 Q12]

Ay Qpp| — H117 022 = Q12 " A1

2) Si la matriz A = (ai j) es cuadrada de orden 3, su “determinante” se dice de orden 3 y viene
dado asi:

a11 Q12 Q13
|A| =|A21 Q22 Q23| =ay; - |
az1 Az dszz

Az dz3

az1 a23|
sz dsz

az1 a22|
asz; dass

|—a12-| a13'|a31 a3,

lo cual se denomina "desarrollo del determinante de A por los elementos de la primera fila".
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Obsérvese que el determinante de orden 2 que aparece multiplicado por a;; en el desarrollo
anterior, es el determinante de la matriz cuadrada de orden 2 que se obtiene quitdndole a la matriz

A su fila 1 y su columna 1 (donde esta situado a;q): Se llama "menor complementario del
elemento a;4" y se le representa por @

Analogamente, el determinante de orden dos que aparece multiplicado por a,, en el desarrollo
anterior, es el de la matriz de orden dos que se obtiene quitandole a A su fila 1 v su columna 2
(donde esta situado a4,): Se llama también "menor complementario del elemento a4," y se le
representa por @]

Finalmente, el tercer determinante de orden dos que aparece en el desarrollo dado se llama "menor
complementario del elemento a43", y es el determinante de la matriz de orden dos obtenida
quitandole a A su fila 1 y su columna 3, el cual se representa por @

Con estas nuevas notaciones, tenemos: ||A| =041 Q11— Qqp 015 T a13 " 4 g|

Y si sustituimos los menores complementarios por sus valores en la expresion anterior, se tiene
el desarrollo final de un “determinante” de orden 3:

|A]l = aqq - (azz - azz — Ap3 - A32) — aqz - (Azq - Az3 — Az3 - A31) + ag3
(a1 - azz — azy - azy) =
=11 - Az " G33 T Q15 - Ap3 - Az1 + Q43 ~ Ay ° A3
[=(a11 - A3 - A35 + Q45 - Apq - Q33 + Qg3 - Ayp - A3q))

O sea, el desarrollo final de |A4], cuando 4 es cuadrada de orden 3, lleva tres términos que suman
y tres términos que restan, siendo cada término el producto de tres elementos, uno de cada filay
uno de cada columna. Una regla practica muy conocida, llamada REGLA DE SARRUS, permite
obtenerlos facilmente, visuali-zandolos sobre la matriz escrita:

Los tres que suman (con los signos que les correspondan) son: Producto de los elementos de la
diagonal principal (aq1 - a3, - az3); producto de los dos elementos de una de sus paralelas (a4, -
a,3) multiplicado por el elemento que quedo solo al otro lado de la diagonal principal (es azq), y
producto de los dos elementos de la otra paralela a dicha diagonal (a,; * az,) multiplicado por el
elemento que quedo solo al otro lado de la misma (es a,3).

Y los tres que restan (con los signos que les correspondan) son: Producto de los elementos de la
diagonal no principal (a3 * @, * azq); producto de los dos elementos de una de sus paralelas
(a1, - ap1) multiplicado por el que quedo solo al otro lado de la diagonal no principal (as3), y
producto de los dos elementos de la otra paralela a dicha diagonal (a,3 - az,) multiplicado por el
que quedo solo al otro lado de la misma (a4 ).

3) Si la matriz A = (al- ]-) es cuadrada de orden 4, su “determinante” sigue dandose “por su
desarrollo por los elementos de la primera fila”:

||A| =aq1 Q11 —Qqp " Uqp + 043 - A3 — Aqy a14|

Donde a;1, a15, @13 Y @14 son los “menores complementarios” de los elementos de la primera
fila de la matriz, obtenidos del mismo modo que dijimos en el apartado anterior. O sea, esel
determinante de la matriz de orden 3 obtenida quitandole a la matriz A 1a fila i y la columna j (en
este caso, con i = 1y j variando de 1 a 4).

4) Si la matriz A es de orden n > 4, se sigue aplicando “el desarrollo de su determinante por los
elementos de la primera fila”, con lo cual apareceran los “menores complementarios” de los ele-
mentos aqq, Aqg,-----. , Q1n, , los cuales seran “determinantes” de orden n — 1. Asi el orden se va
rebajando hasta llegar a “determinantes” de orden 3 (que pueden obtenerse por la Regla de Sarrus)
o bien seguimos hasta llegar a “determinantes” de orden 2.
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Por ejemplo, un determinante de orden 5 se calcularia en base a 5 determinantes de orden 4. A
su vez, cada uno de ellos se calcularia en base a 4 determinantes de orden 3. Y cada uno de orden
3 se obtendria hallando 3 determinantes de orden 2. Resumiendo: Para el célculo de un deter-
minante de orden 5 hacen falta 60 determinantes de orden 2. Esto da una idea de lo largo y tedioso
que resulta el calculo directo de determinantes, sin aplicar simplificaciones.

Pero, por suerte, hay un conjunto de propiedades que permiten en la practica simplificar notable-
mente estos calculos.

Principales propiedades de los determinantes
Se demuestran matematicamente las siguientes propiedades:

1) El “determinante” de una matriz cuadrada coincide siempre con el “determinante” de su matriz
traspuesta.

Esto significa que cualquier propiedad que se cumpla para las filas también se cumplira para las
columnas, y viceversa. En particular, si los desarrollos de los “determinantes” se han hecho “por
los elementos de la primera fila”, también podran hacerse “por los elementos de la primera co-
lumna”. (Comprobar, como ejercicio, que haciendo el desarrollo de un “determinante” general de
orden tres por los elementos de su primera columna, resulta el mismo desarrollo final ya ob-
tenido).

2) Si se multiplican todos los elementos de una sola fila (o columna) de una matriz cuadrada por
un mismo nimero real k, el “determinante” de la nueva matriz sera el anterior multiplicado por
k. Analogamente ocurre si se dividen todos los elementos de una sola fila (o columna) por un k
diferente de cero: El “determinante” anterior quedara dividido por k. Pero entonces, si se mul-
tiplican las n filas (o las n columnas) de una matriz por un nimero k. el nuevo “determinante”
obtenido serd el anterior multiplicado por k™.

3) Si se cambian entre si las posiciones de dos filas (o dos columnas) de una matriz cuadrada, el
nuevo “determinante” serd el anterior cambiado de signo. Esto vale tanto si las lineas inter-
cambiadas son consecutivas o no.

4) Si una matriz cuadrada tiene una fila (o columna) de ceros, su “determinante” sera cero.

5) Si una matriz cuadrada tiene dos filas (o0 dos columnas) iguales o proporcionales, su “determi-
nante” sera cero. Esto vale tanto si las lineas consideradas son consecutivas o no.

6) Si una de las filas de una matriz cuadrada es "combinacion lineal" de otras filas, su “determi-
nante” sera cero. También ocurre si una columna es "combinacion lineal" de otras columnas.

Nota: Se dice que una fila es "combinacion lineal" de otras varias filas si sus elementos son suma
de los correspondientes elementos de estas otras, previamente multiplicados por ciertos ntimeros
reales (el mismo numero para los elementos de cada fila). Un caso posible es que dichos numeros
sean todos 1, con lo cual una "combinacion lineal" puede ser “sumar directamente los elementos
correspondientes de dos o mas filas”. Y otra posible "combinacion lineal" es “restar los elementos
correspondientes de otras dos filas”. Analogamente para las columnas.

-1 2 3
Ejemplo: Enlamatriz A=| 5 0 2 ]lafila3 es"combinacion lineal" de las dos primeras:
-13 6 5

En efecto: Resulta de multiplicar los elementos de la primera fila por el nimero 3, multiplicar los
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elementos de la segunda fila por el nimero —2 y sumar todos los elementos correspondientes. En
efecto: (-1)-3+5-(-2)=-13 ;2:-34+0-(-2)=6 ; 3:-3+2-(—-2)=5.
Por tanto, (lo cual puede comprobarse aplicando la Regla de Sarrus).

7) Si todos los elementos de una cierta fila de una matriz cuadrada A se descomponen en dos
sumandos, v formamos dos nuevas matrices cuadradas B y C con todas las restantes filas de A,
pero usamos en B los primeros sumandos de los elementos de la fila descompuesta y usamos en
C los segundos sumandos de los elementos de la fila descompuesta (manteniendo en ambas ma-
trices el orden de dicha fila nueva respecto a las demas), se tiene: |A| = |[B| + |C].

Desde luego, esta propiedad que hemos dicho para filas también se cumple para columnas.

Ejemplo
2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3 2 -1 3
[Al=15 2 =2(=24+3 —-24+4 —44+2|=|2 -2 —4|+|3 4 2|=
4 1 0 4 1 0 4 1 0 4 1 0
= |B| +|C|

Aqui hemos descompuesto en forma totalmente arbitraria los elementos de la segunda fila de la
matriz A en suma de dos sumandos: 5=2+4+3;2=—-2+4; -2 = —4+ 2. Las matrices By
C tienen las filas primera y tercera idénticas a las de A, pero la segunda fila de B esta formada
por los primeros sumandos elegidos y la segunda fila de C esta formada por los segundos suman-
dos elegidos. Los valores de los tres “determinantes” son: |[A| = 3, |B| = 54y |C| = =51, como
puede comprobarse calculandolos directamente por separado.

8) Si a los elementos de una cierta fila de una matriz cuadrada A se le suman los correspondientes
elementos de otra fila de A, previamente multiplicados por un mismo niimero arbitrario k, la nue-
va matriz obtenida (donde el resto de filas quedan como estaban en A) tendra el mismo “determi-
nante” que la matriz A.

También esta propiedad que hemos dicho para filas se cumple para columnas.

Pero, al aplicar esta propiedad varias veces seguidas, se obtiene esta esta otra propiedad més gene-
ral: “Si a los elementos de una cierta linea (fila o columna) de una matriz cuadrada A se le suma
“una combinacion lineal” cualquiera de otra varias lineas paralelas, la nueva matriz obtenida ten-
dré un “determinante” igual al de A”.

9) El desarrollo de un “determinante” puede hacerse usando los elementos de cualquier fila o
columna de la matriz correspondiente: Basta multiplicar dichos elementos a;; por sus “menores

complementarios” «; j» afectando los productos de un signo que viene dado por el factor (—1)i+f ,
y luego sumar todos esos productos.

Asi para un determinante de orden 3 puede escribirse:

a;; Q42 0433
az1 Az 433
az; 0azz dzz

=aq1° Q11 — A1z " A2 + Aq3 * Aq3 (como ya sabiamos)

|Al = = (=D"™ay; - ay + (D" ag; @ + (1) Pagz a3 =

Pero tamblén €S: |A| = (_1)2+1a21 . 0(21 + (_1)2+2a22 . azz + (_1)2+3a23 . 0(23 =
= —dp1 - dz1 t Az " App — Az3 ° A3

7 Anatael Cabrera de Armas



MATRICES Y DETERMINANTES

Y tamblén Seré: IAI = (_1)3+1a31 . 0(31 + (_1)3+2a32 . 0(32 + (_1)3+3a33 . a33 =
=az; - Q3; — a3 - A3z T 433" A33

Nota: Los signos a aplicar en los diferentes desarrollos de un determinante de orden 3 pueden re-
cordarse mediante la siguiente “matriz de signos”:

+ - +
_+_
+ - +

Y si el determinante a obtener correspondiese a una matriz cuadrada de mayor tamafio, bastaria
agrandar la matriz anterior de signos hacia la derecha y hacia abajo hasta llegar al tamafio que
interese, pero manteniendo el mismo esquema de signos siempre alternados.

10) El “determinante” de una “matriz triangular” (superior o inferior) es el producto de los ele-
mentos de su diagonal principal. Lo mismo ocurre con una “matriz diagonal”, por ser a la vez
“triangular superior” y “triangular inferior”. Y en particular, ¢l “determinante” de una “matriz
escalar” que tenga el valor real k repetido n veces en su diagonal principal serd k™. Por tanto, el

“determinante” de la matriz unitaria [,, serd 1™ = 1.

11) Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, los “determinantes” de los productos
AB vy BA coinciden con el producto de los “determinantes” de A y de B: |AB| = |BA| = |A| - |B].

Lo cual implica que si alguna de las matrices, A o B, tiene “determinante” cero, los dos productos
AB y BA tendran “determinantes” cero.
Cilculo abreviado de determinantes

Las propiedades anteriores 8) y 9) de los determinantes son las claves para calcularlos de forma
eficiente en la practica, acortando enormemente las operaciones intermedias.

En efecto, usando la propiedad 8) en forma reiterada, podemos anular todos los elementos (o
quizas todos menos uno) de una determinada fila (mediante operaciones hechas con ciertas colum-
nas) o bien, podemos anular todos los elementos (o quizas todos menos uno) de una determinada
columna (mediante operaciones hechas con ciertas filas). Ver ejemplo mas abajo.

Posteriormente, usando la propiedad 9). se desarrollard el determinante de orden n por los ele-
mentos de la fila o columna casi nula (si es el caso), con lo cual habra que calcular solamente un
“menor complementario” de orden n — 1. Y si hubiésemos obtenido una fila o columna total-
mente nula, el determinante dado valdra cero.

Y a continuacidn, en caso de no llegar a una fila o columna totalmente nula, aplicariamos de nue-
vo el proceso de anulacion de elementos al “menor complementario” de orden n — 1 obtenido en
el primer desarrollo, llegando asi a un solo “menor complementario” de orden n — 2 o al valor
cero. Y asi sucesivamente, hasta llegar a un solo “menor complementario” final de orden tres o
de orden dos o bien llegar al valor cero.

Ejemplo:
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-1 2 3 1

. . 2 1 -1 2
Vamos a calcular el determinante de cuarto orden siguiente: |A| = 4 3 —3 _2
3 4 5 =3

No observamos que haya dos filas o dos columnas que sean iguales o proporcionales. (Si las hu-
biese, el determinante valdria cero por la propiedad 5) y no hay que nada que calcular). También
podriamos ver, quizds, que alguna fila o columna es suma de otras varias o diferencia de otras
dos, con lo cual el determinante valdria cero por la propiedad 6). (Ver otras "combinaciones li-
neales" entre filas o columnas es mas dificil).

REGLA BASICA: Conviene anular los elementos de una fila o columna en la cual haya un ele-
mento que valga 1 o que valga -1. En caso de no ocurrir esto, nos basaremos en filas o columnas
que tengan elementos con los valores numéricos enteros mas pequeiios posibles.

En el caso dado, hay varios elementos que valen 1 y otros varios que valen -1, luego podriamos
anular los elementos de las filas 1* o 2% que los incluyen (haciendo operaciones entre ciertas
columnas), pero también podriamos anular los elementos de cualquiera de las 4 columnas, pues
todas incluyen un 1 o un -1(haciendo en este caso operaciones entre ciertas filas). (Ver mas
adelante).

También, si observamos una fila o0 una columna que tenga todos sus elementos pares, podremos
dividirlos todos entre 2 (con lo cual el valor del determinante quedara dividido por 2) y para
compensar esto lo multiplicaremos externamente por 2. Igualmente podemos proceder si hay
alguna fila o columna cuyos elementos sean todos multiplos de 3 o sean todos multiplos de 5
(cosas faciles de ver). Al hacer estos arreglos, no s6lo se simplifican muchos célculos posteriores
sino que quizas aparezcan ya algunos elementos en la matriz que valgan 1 o -1.

En el caso dado anteriormente no hay fila ni columna de elementos todos pares, ni elementos to-
dos multiplos de 3, ni elementos todos multiplos de 5.

Entonces nos tocara elegir alguna fila o alguna columna que incluya un 1 o un -1, cuando que-
ramos anular todos sus elementos, salvo uno quizas. Y si hubiese ya algin cero en esa fila o
columna, mejor, porque abreviamos el proceso. En este caso, como la matriz dada no tiene ceros,
elegimos la primera columna (que tiene un -1) para anular sus elementos (para lo cual hay
que operar con las filas como se indica a continuacion):

En primer lugar le sumamos, a la segunda fila de la matriz dada, la primera fila multiplicada
previamente por 2, quedando como segunda fila entonces: 0,5, 5, 4. Y dejamos las demas filas
como estaban en A. Por la propiedad 8), la nueva matriz B obtenida tiene el mismo determinante
que A. O sea, |A| = |B|, donde el determinante de B se ve asi:

-1 2 3 1
10 5 5 4
Bl = 4 3 -3 =2
3 4 5 -3

Ahora, en la matriz B, hacemos cero otro elemento de su primera columna (vamos a hacer cero
el tercer elemento), para lo cual le sumamos, a la tercera fila, la primera fila multiplicada pre-
viamente por 4, quedando asi como tercera fila: 0, 11, 9, 2. Y dejamos las demas filas como

estaban en B. Por la propiedad 8), la nueva matriz C obtenida tiene el mismo determinante que B.

Tenemos entonces |A| = |B| = |C|, donde el determinante de C se ve asi:
-1 2 3 1
lo 5 5 4
Icl = 0 11 9 2
3 4 5 -3
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Y finalmente, hagamos cero el cuarto elemento de la primera columna de C: Sumamos, a la cuarta
fila, la primera multiplicada previamente por 3, quedando asi como cuarta fila: 0, 10, 14, 0. Y
dejamos como estaban las demas filas de C. Por la propiedad 8), la nueva matriz D obtenida tiene

el mismo determinante que C. Entonces |A| = |B| = |C| = |D|, donde el determinante de D se
ve asi:
-1 2 3 1
lo 5 5 4
D] = 0 11 9 2
0 10 14 O

Ahora aplicamos la propiedad 9) y desarrollamos este determinante por los elementos de la pri-
mera columna:

IDl=(-1) @11 =0 a1 +0 a3 —0-ay =—ap

con lo cual el determinante de orden 4 se ha reducido a un solo determinante de orden 3 (el a;4).

5 5 4
Por tanto, ha quedado: [Al=-|11 9 2
10 14 0

(y este determinante se puede obtener ya aplicando la Regla de Sarrus).

Pero vamos a proseguir hasta llegar a un solo determinante de orden 2. Observamos que todos los
elementos de la tercera fila son pares, luego podemos escribir:

5 5 4
[Al==2-[11 9 2
5 70

Pero también todos los elementos de la tercera columna son pares, luego podemos escribir:

5 5 2
[Al=—-4-[11 9 1
5 70

Obsérvese ahora que la matriz de orden 3 a la que hemos llegado tiene en su tercera columna un
1 y un cero. Entonces, para conseguir lo que buscamos, basta que sustituyamos su primer ele-
mento por otro cero. Para lo cual le sumamos, a la primera fila, la segunda fila multiplicada pre-
viamente por -2, quedando entonces la primera fila asi: -17, -13 , 0. Y dejamos las otras dos filas
como estaban.

Por la propiedad &), el ultimo determinante de orden tres que teniamos sera entonces igual a:

—-17 =13 0

11 9 1

5 7 0
—-17 =13 0
Con lo cual: Al =—-4-| 11 9 1
5 7 0

Y por la propiedad 9), podemos desarrollar este tiltimo determinante por la tercera columna, ob-
teniendo su resultado final:

=017 TP =-a- |V V=4 19-65) = 216
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Adjunta de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada A de orden n, sabemos que cada uno de sus elementos a;; tiene un
“menor complementario” a;;, que es un determinante de ordenn — 1.
Se llama “adjunto del elemento a;;” al producto (D" - q ;- Lo llamamos .

Pues bien, se llama “matriz adjunta de A” a la nueva matriz cuadrada de orden n cuyos elementos
son los adjuntos 4;; de todos los elementos de A. Se escribe:

Adj(AD) =(4;) (QA<i<n) (1<j<n)

2 0 —4
Ejemplo: Para la matriz de tercer orden A = (—1 1 3) tenemos los 9 “menores comple-
3 1 0
mentarios”:
11 31 5. _|-1 3]1_ 4. -1 1_ _,.
‘1’11—1 O|_ 3,a12—|3 0|_ 9,a13—|3 1|— 4,
_ 10 —4 _ . 12 -4 _ . 12 0 _, .
w1 =|; 0|—4,a22—|3 0|—12,a23—|3 1|_2,
10 -4, . 12 -4, . 12 0 _
‘1’31—1 3|—4,a32—|_1 3|—2,0~’33—|_1 1|—2-

Por tanto, los 9 “adjuntos” de los elementos de A son:

A1 ==3;A1,=9; A;z=—4; Apn =4 ; Ay =12 ;
Az =—2 ; A31 =4 ; A3, =—2 ; A33=2.

Con lo cual, la “matriz adjunta de A” sera:

-3 9 —4
Adj(A)=<—4 12 —2)

4 -2 2

Inversa de una matriz cuadrada

Ya habiamos dicho, cuando hablabamos de producto de matrices cuadradas, que no toda matriz
cuadrada A posee “matriz inversa”, la cual tendra que ser otra matriz cuadrada, A7 tal que
A-A1=A"1.-A=1), donden es el orden de ambas.

TEOREMA 1: Toda matriz cuadrada cuyo “determinante” sea diferente de cero tiene “matriz
inversa”,

Y su inversa viene dada por: Al = ﬁ - [Adj (At

Ejemplo: La matriz A dada anteriormente como ejemplo para calcular su matriz adjunta era:

2 0 —4
A=|-1 1 3
3 1 0

Su “determinante” vale 10, luego segun el Teorema anterior tiene “matriz inversa”, que es:
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3 4 4

. , (3 A4 o0 12 3

-1_ 1 : t_ 1 ol 2 1z _2Z
A ~ 10 [Adj(A)] 10 9 12 2= 10 10 10
—4 -2 2 Aoz 2

10 10 10

En efecto, podemos comprobar que A- A1 =A71- A =1,.

TEOREMA 2: Si A es cuadrada y su “determinante” es cero, no existe la “matriz inversa” de A.

En efecto, recordemos la propiedad 11) de los “determinantes” (pag. 8), segun la cual para dos
matrices cuadradas A y B del mismo orden, es |AB| = |BA| = |A| - |B].

Con lo cual, si |A| = 0, cualquier producto AB o BA tendra “determinante” cero. Pero entonces
A no podré tener inversa, ya que si existiese su inversa A™1, el producto AA™! seria una matriz
con determinante diferente de cero (pues ese producto seria la matriz I,, , cuyo determinante es

1.

La matriz inversa sirve, por ejemplo, para despejar la matriz incognita X en una “ecuacién
matricial” de la forma AX = B, siendo A cuadrada de orden n con determinante no nulo y B una
matriz general de tipon X p.

En efecto, multiplicamos (por la izquierda) por A~! los dos miembros de la ecuacion y se tiene:
AT1(AX)=A"1B = (A'A)X =A"'B > I,X=A"'B = |X = A"!B|(vemos entonces que
la matriz X existe, es Unica y resulta del mismo tipo n X p que B).

2x+3y+z=5
Ejemplo: El sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas { x+2y—z=0 sepuede es-
—-x+y+3z=-1

2 3 1 X 5
cribir en la forma matricial AX=B, siendo A= ( 1 2 —1) , X= <y> y B= ( O) . Pero el
-1 1 3 z —
determinante de A es 11 (como puede comprobarse), luego podemos decir que .
Calculando A~? resulta:

-1 1 . t 1 7 -8 =5
AT = I [Adj(A)]' = ’rl -2 7 3
3 -5 1

X L 7 -8 =5 5 L 40 40/11
Luego tenemos: <y> =7 |\-2 7 31 0)=77|-13)= —-13/11
z 3 -5 1 -1 14 14/11

Es decir, que los valores de las incognitas del sistema que habiamos dado son: x = 40/11 ;y =
—13/11 ; z = 14/11 (podemos comprobar que, efectivamente, estos valores cumplen las tres
ecuaciones dadas).

De modo analogo, puede resolverse una “ecuacién matricial” de la forma XA = B, siendo A cua-
drada de orden n con determinante no nulo y B ahora de tipo p X n.

En este caso multiplicamos (por la derecha) por A~* los dos miembros de la ecuacién dada, con
lo cual: (XA)A™ = BA™'=> X(4A ) = BA ' = XI, = BA™' =X = BA™!| (vemos que, nue-
vamente, la matriz X existe, es inica y resulta del mismo tipo p X n que B).

Rango de una matriz
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Dada una matriz real A cualquiera (rectangular o cuadrada) se llama "menor de orden p de A" (p
mayor que 1) al determinante de cualquier matriz cuadrada de orden p que pueda formarse dentro
de A, eliminando, si es necesario, alguna o algunas filas de A y eliminando, si es necesario, alguna
o0 algunas columnas de A (si A es de tipo m X n habra que eliminar m — p filas y n — p colum-
nas).

Cada elemento de A se considera un "menor de orden 1". Por tanto, hay tantos menores de orden
1 como elementos de la matriz, que son m - n . Hay también muchos menores de orden 2, que se
obtendrian escogiendo los elementos de dos de las filas de A y de dos de sus columnas, de todos
los modos posibles (manteniendo el orden entre ellas y eliminando las demas filas y columnas de
A), y luego hallariamos los determinantes de todas esas matrices de orden 2. De un modo similar
se podrian obtener los diferentes menores de orden 3. Etc...

Normalmente, entre todos los menores de un mismo orden, los habra nulos (que valgan cero) y
los habra no nulos (que no valgan cero). Pues bien:

Se llama "rango de A" al mayor orden que haya entre los menores no nulos de A (incluidos todos
los ordenes posibles). Es decir, que si entre los menores no nulos de todos los 6rdenes posibles
en A, hubiese alguno de orden p y no hubiese de érdenes mayores que p, el rango de A seria p.
Se escribiria: r(4) = p.

Si A es de tipo m X n, el rango de A no puede superar a m ni a n. Si fuese m < n, el rango podra
llegar a ser como maximo m. Y si fuese m > n, el rango podra llegar a ser como maximo n.

Y si A es cuadrada de orden n, habra solamente un menor de orden maximo es el propio deter-
minante de A, pero podria valer cero. Luego, en este caso, si |A| # 0 el rango de A es n, vy si
4] = 0 el rango de A serd menor que n.

-1 3 -2 0 1
Ejemplo: Sea 4 = ( 2 —6 4 0 —2).
0 3 1 4 4

Como A no es cuadrada, no hay determinante de A.

Hay 15 menores de orden 1 (los 15 elementos de la matriz), entre los cuales hay 12 no nulos. Por
tanto, el rango de A es como minimo 1 y como maximo 3 (pues el namero de filas es menor que
el de columnas y hay solamente 3 filas).

(Cuantos menores de orden 2 tenemos?: Todos los que se puedan formar con las dos primeras fi-

las (eligiendo, cada vez, dos de las cinco columnas: O sea, combinaciones de cinco tomadas de

, . . 54 20
dos en dos que son el nimero combinatorio (g) =5 =5 = 10); todos los que se puedan formar
con las filas 1 y 3 (la misma cantidad, 10), y todos los que se puedan formar con las dos tltimas
filas (la misma cantidad, 10). En total hay 30 menores de orden 2. ;Hay que hallar los determi-
nantes de todos? No, basta encontrar uno diferente de cero para que ya sepamos que €l rango es

como minimo 2.

En este caso, podemos comprobar que todos los menores de orden 2 que se pueden formar con
las dos primeras filas son nulos, ya que estas filas son proporcionales (recordar la propiedad 5)
de los determinantes): En efecto, multiplicando los elementos de la primera fila por -2 se obtienen
los de la segunda.

Pero el primer menor de orden 2 que se puede formar con las dos ultimas filas de A, |(2) _?? |, €s

no nulo (su valor es 6). Por tanto, ya sabemos que el rango es como minimo 2 y como maximo 3.
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Por ultimo, menores de orden 3 hay 10, pues se tienen que formar usando las 3 filas de A y sélo

3 de sus 5 columnas (combinaciones de cinco tomadas de tres en tres, que es el nimero com-
. . (5 543 _ 60 . . . .
binatorio ( ) = —— = — = 10). Sin embargo, al quedar siempre incluidos elementos de las dos
3 3! 6
primeras filas en cualquiera de esos menores de orden 3, siendo que esas filas son proporcionales,

dichos menores seran todos nulos (propiedad 5 de los determinantes).

Conclusion: El rango de A es 2.

Se observa en el ejemplo anterior que el calculo del rango de una matriz de cierto tamafio puede
ser muy largo. Por tanto, necesitamos alguna propiedad que nos ayude a eliminar posibilidades
de formar menores. Ya usamos una (la propiedad 5 de los determinantes), pero muchas veces no
detectariamos que alguna fila (o columna) sea una combinacion lineal de otras filas (o columnas)
en la matriz dada, con lo cual los menores que las incluyan serian todos nulos y en ese caso esta-
riamos considerando mas menores de los necesarios.

Aqui es muy util el concepto de "menor orlado” de otro menor: Dado un menor de orden p cual-
quiera, “menor orlado” suyo de orden p + 1 es cualquiera que se obtenga a partir del que tenemos,
agregandole a su matriz elementos correspondientes de una sola fila adicional y de una sola co-
lumna adicional de la matriz A (manteniendo el orden en que estaban en A).

Ejemplo: En la matriz A que usamos para el ejemplo anterior, un menor de orden 2 es |§ 2| ,

cuyos elementos estaban en las filas 1 y 3, asi como en las columnas 2 y 4. Pues bien, un “menor

-1 3 0
orlado” del anteriores | 2 —6 0], obtenido afiadiendo elementos de la fila 2 y la columna 1
0 3 4
3 0 3 =20
(en el orden inicial). Pero otro “menor orlado” de |3 4'l es|—6 4 0|, obtenido afiadiendo
3 1 4
elementos de la fila 2 y la columna 3 (también en su orden inicial). Y también es “menor orlado”
3 0 1
del |§ Zl elmenor [—6 0 —2[,obtenido afiadiendo elementos de la fila 2 (inica posibilidad)
3 4 4

y ahora de la columna 5 (en el orden inicial). Obsérvese que habia en total 10 menores de orden
3 en la matriz A dada, pero de ellos sélo 3 son "menores orlados" del menor de orden 2 que ha-
biamos dado.

Veamos ahora un teorema muy util para el calculo de rangos, que es el siguiente:

TEOREMA: Sea una matriz real A de m filas y n columnas y supongamos que tenemos un cierto
menor M de orden p no nulo de dicha matriz. Entonces:

Si son nulos todos los menores orlados de M de érdenes p + 1 obtenidos agregando siempre ele-
mentos de una sola fila adicional de A v agregando elementos de cada una de las columnas so-
brantes de dicha matriz, la inica fila adicional de A elegida (para la obtencion de esos menores
orlados) sera con seguridad una "combinacién lineal" de las filas de A que intervenian inicial-
mente en el menor M.

De este Teorema se deduce el siguiente

PROCEDIMIENTO PRACTICO PARA HALLAR EL RANGO DE UNA MATRIZ:

Sea una matriz A de tipo m X n (pudiendo serm = n om # n).
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1) Si A es la matriz nula Oy, , Surango es cero.

2) Si A tiene algun elemento diferente de cero, empezamos eliminandole todas las filas y colum-
nas cuyos elementos sean solamente ceros. La matriz B resultante sera mas pequeiia que A (si se
ha eliminado alguna fila o alguna columna) y tiene el mismo rango que A. Por tanto, podemos es-
cribir r(4) =r(B) > 1.

3) Si en la matriz B vemos dos o mas filas iguales o proporcionales, dejamos sélo una de cada
grupo, eliminando las otras que sean iguales o proporcionales a la elegida. Lo mismo haremos
con las columnas iguales o proporcionales que pueda haber. Queda asi una matriz C posiblemente
mas pequefia que B y que A, todas con el mismo rango. O sea, r(4) = r(B) =r(C) >1|.

4) Tomamos ahora un elemento no nulo de la primera fila de C (menor no nulo de orden 1) y si
no quedan maés filas 0 no quedan mas columnas en C que no incluyan al elemento tomado, el
rango serd definitivamente 1 (para C, para B y para A). En caso contrario, damos el paso siguiente.

5) "Orlamos" el menor de orden 1 no nulo que tenemos, agregandole elementos solamente de la
segunda fila y de cada una de las restantes columnas de C (se supone que debe haber al menos
una fila y una columna adicionales). Entonces puede suceder: Que todos los “menores orlados”
de orden 2 que se puedan formar sean nulos, en cuyo caso la segunda fila es una combinacion
lineal de la primera (luego ambeas filas seran iguales o proporcionales, lo cual no deberia suceder
si hubiésemos dado bien el paso 3) y en este caso, eliminamos la segunda fila de 1a matriz C, redu-
ciendo mas su tamafio. O bien puede suceder: Que aparezca algiin “menor orlado” de orden 2 no
nulo entre los formados con la segunda fila, en cuyo caso el rango de C es como minimo 2 (y si
ya no quedasen mas filas o columnas en C, el rango seria definitivamente 2, para C y también
para A).

En caso de haber eliminado la segunda fila de C, iniciaremos este mismo paso con la nueva matriz
obtenida, que tiene una fila menos y sigue teniendo el mismo rango de A. Asi iremos eliminando
filas de C hasta que encontremos un menor no nulo de orden 2 o concluiremos que el rango de C
es 1 (y el de A también).

6) Si en el paso anterior se llegd a obtener un menor no nulo de orden 2 en la matriz C, ahora
“orlamos” dicho menor agregandole elementos solamente de una nueva fila y de cada una de las
columnas restantes (suponiendo que haya todavia alguna fila y alguna columna distintas de las
que intervengan en el menor no nulo de orden 2 considerado). Entonces, puede suceder nueva-
mente que todos los “menores orlados” de orden 3 obtenidos sean nulos (en cuyo caso la nueva
fila utilizada serd combinacion lineal de las dos que intervenian en el menor de orden 2, y entonces
esta fila se elimina de C, o bien llegamos a algtin menor de orden 3 no nulo (con lo cual el rango

de Cy por tanto el de A es como minimo 3, o es definitivamente 3 si ya no quedan mas filas o no
quedan mas columnas en la matriz C distintas de las que intervengan en el menor de orden 3).

7) Y asi sucesivamente, vamos obteniendo menores no nulos de o6rdenes 4, 5, etc... , hasta que no
puedan ya formarse nuevos “menores orlados” por falta de nuevas filas o nuevas columnas. En-
tonces, el rango de A sera el orden del Gltimo menor no nulo encontrado.

0 2 0 0 -1 3 -1
-1 -1 0 3 2 -1 2
Ejemplo: Sealamatriz A=| -1 1 0 3 1 2 1 | detipo5x7.
0o 0 0 o o0 o0 o0
3 0 0 -1 2 4 2

1) A no es la matriz Os«7, luego |1 < r(A) < 5| (pues el numero de filas es menor que el nimero
de columnas y la matriz tiene solamente 5 filas, asi como elementos no nulos).
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2) La matriz tiene una fila que incluye sélo ceros (la cuarta) y tiene una columna que incluye solo
ceros (la tercera). Eliminamos esa fila de ceros y esa columna de ceros, obteniéndose la matriz:
o 2 0 -1 3 -1
-1 -1 3 2 -1 2 .
B = 11 3 1 2 1 de tipo4x 6

3 0 -1 2 4 2

de modo quer(B) = r(A)} Y ademés :

3) La matriz B no tiene filas iguales o proporcionales, pero si tiene dos columnas iguales (la cuarta
y la sexta). Eliminamos una de ellas, por ejemplo la sexta, obteniéndose la matriz:

0 2 0 -1 3
-1 -1 3 2 -1
-1 1 3 1 2

3 0o -1 2 4

C= de tipo4 x5

de modo que r(C) = r(B) = r(A) Y ademas .

4) Tomamos el segundo elemento de la primera fila de C como menor no nulo de orden 1, para
empezar a obtener “menores orlados” de érdenes cada vez mayores.

5) “Orlamos” ese menor (de valor 2 # 0) de la primera fila, agregando elementos solamente de
la segunda fila y de las cuatro columnas restantes. Los “menores orlados” obtenidos son:

|0 2| |20 |2—1|y|2 3|

-1 -1l -1 31’ -1 2 -1 -1
Observamos que el primero de ellos es no nulo (vale 2 # 0), luego ya podemos afirmar con se-
guridad que 2 < r(C) < 4y ademas [r(C) = r(B) = R(4).

6) Ahora “orlamos” ese menor no nulo |_2 _i| con elementos solamente de la tercera fila de

C y de las tres columnas restantes. Esos “menores orlados” son:

0 2 0 0 2 -1 0 2 3
-1 -1 3| , -1 -1 2 y -1 -1 -1
-1 1 3 -1 1 1 -1 1 2

Los tres dan cero (puede comprobarse mediante la Regla de Sarrus), luego la tercera fila de C es
combinacion lineal de las dos primeras (por aplicacion el Teorema dado en la pag. 14). En efecto,
podriamos no habernos dado cuenta, pero sumando los elementos de las dos primeras filas se ob-
tienen los de la tercera fila (a veces la combinacion lineal no es tan sencilla y no puede detectarse
a simple vista, lo cual hace muy qtil el Teorema anterior). Por tanto, eliminamos de C Ia tercera
fila y queda la matriz:

0o 2 0 -1 3
D=<—1 -1 3 2 —1>detipo3x5

3 0o -1 2 4

de modo que|r(D) =7r(C) = r(B) = r(4)|. Y ademas , pues el menor| 0 2

-1 -1

distinto de cero sigue en D.

7) Finalmente, “orlamos” de nuevo el menor no nulo |_2 _i| con elementos de la tercera fila

de D v las tres restantes columnas. Esos “menores orlados” son:

0 2 0 0 2 -1 0 2 3
-1 -1 3], -1 -1 2 y -1 -1 -1
3 0 -1 3 0 2 3 0 4

Como el primero de ellos vale 16 # 0 (comprobarlo), se tiene , luego podemos concluir

finalmente que .
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