LOS TEOREMAS EN MATEMATICAS

Conceptos basicos y nomenclatura

Llamamos “propiedad” a alguna caracteristica (o caracteristicas) susceptible de que un
objeto de una cierta naturaleza la cumpla o no la cumpla. Hay propiedades que son apli-
cables a determinados objetos (o sea, tiene sentido plantearse si uno de esos objetos la
cumple o no la cumple) y la misma propiedad no sera, en general, aplicable a otros objetos
de naturalezas diferentes.

Por ejemplo, la propiedad matematica “ser derivable” es aplicable a objetos como las fun-
ciones reales de una variable real, pero no tiene sentido aplicarla a objetos como poligonos
o matrices numéricas. Pues bien, dada una cierta funcién real de una variable real, puede
ser que cumpla la propiedad de “ser derivable” (entendida como derivable en todo su do-
minio) o que no la cumpla.

Si A es “una propiedad” aplicable a objetos de una cierta naturaleza, llamaremos noA a
“su propiedad contraria”, de modo que todo objeto de esa naturaleza cumpla necesaria-
mente A o bien noA, pero no las dos a la vez. Por ejemplo, si A es “ser blanco” (aplicable
a objetos pintados), la propiedad noA es “no ser blanco”, lo cual incluye “ser de cualquier

otro color”, “ser de varios colores, aunque incluya el blanco”, asi como “no tener un color
definido”.

Suponemos siempre, en nuestra logica ordinaria, que ningin objeto puede cumplir a la
vez las propiedades A y noA (es la logica aristotélica con la que razonamos en Mate-
maticas y en las demas ciencias). Ademas, obviamente, la propiedad contraria de “la con-
traria de A” sera A (es decir, no(noA) = A).

Muchas veces A tiene forma de afirmacion, con lo cual noA serd la correspondiente nega-
cion. Pero puede ocurrir que A tenga forma de negacidon y noA sera la correspondiente
afirmacion.

Si una propiedad jamds se cumple entre objetos de una cierta naturaleza, se dice que “es
absurda” en ese contexto. Y si se cumple siempre, se dice que “es una tautologia”.
Entonces, si A fuese absurda, noA seria una tautologia, entre los abjetos donde se aplican.
Y al revés, si A fuese una tautologia, noA seria absurda en dicho contexto.

Ejemplo de propiedad absurda es “ser tridngulo con la suma de sus tres &ngulos menor
que m radianes”, aplicable a todos los tridngulos, pero que ninguno cumple. Y ejemplo de
tautologia es “ser multiplo de 27, cuando la aplicamos a todos los nimeros enteros mul-
tiplos de 4, pues todos la cumplen.

Implicaciones

“Una implicacién” es una afirmacioén que involucra dos propiedades A y B (aplicables a
objetos de una misma naturaleza) y dice esencialmente lo siguiente: “Si se cumple A,
entonces se cumple B”. Lo cual puede ser cierto o ser falso, dependiendo de lo que sea
A, de lo que sea B y de la naturaleza de los objetos donde se apliquen. Esta implicacion
se expresa en forma abreviada como “A implica B” o bien como “A=B”.

Se dice que la implicacion “A=B” es “cierta” o es “verdadera” solamente si “cada vez
que un objeto cumpla la propiedad A, dicho objeto también cumplira la propiedad B”.
Por tanto, basta que exista un solo objeto que cumpla A y no cumpla B, para que con-
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sideremos “falsa” o0 “no verdadera” la implicacién (en ese caso, dicho objeto se llama “un
contragjemplo de la misma”).

La “certeza” de una implicacion es también una “propiedad”, aplicable a todas las impli-
caciones posibles entre objetos de una cierta naturaleza y la cumplen las implicaciones
que sean “verdaderas”. Y su “propiedad contraria” es la “falsedad”, aplicable a las mismas
implicaciones y la cumplen las implicaciones que sean “no verdaderas”. De manera que,
dada una de esas implicaciones en concreto, la misma cumplira la “certeza” (sera verda-
dera) o cumplira la “falsedad” (sera falsa), pero no puede cumplir ambas.

Ahora, tomando en cuenta el orden de dos propiedades A y B y tomando en cuenta sus
propiedades contrarias noA y noB, podemos considerar formalmente cuatro implicacio-
nes importantes:

“A=B” ; “B=>A” ; “noA=noB” ; “noB=noA”

“B=A” se llama “la implicacion reciproca” de “A=B".

“noA=noB” se llama “la implicacién contraria” de “A=B”.

Y “noB=no0A” se llama “la implicacién contrarreciproca” de “A=B".

Aqui no hablamos de si estas implicaciones son verdaderas o falsas, sino de sus relaciones
formales.

La “certeza” o “falsedad” de una cualquiera de ¢llas depende de lo que sea A, de lo que
sea B y de la naturaleza de los objetos donde se apliquen.

Muy importante:

En nuestra logica ordinaria una implicacidon del tipo “A=B” es siempre léogicamente
equivalente a su implicacidn contrarreciproca “noB=noA”. O sea, que ambas son ciertas
0 ambas son falsas, pero no puede suceder que una sea verdadera v la otra sea falsa.

En efecto, supongamos que A=B es cierta y veamos que noB=noA también serd cierta:
Pues si fuese falsa noB=noA, habria al menos un objeto que cumpliria noB y no cum-
pliria noA, con lo cual dicho objeto cumpliria A y no cumpliria B, lo cual demostraria
que A=B es falsa (contra lo supuesto).

Y si suponemos que A=B ¢s falsa, veamos que noB=noA también es falsa: Pues, al ser
falsa A=B, habré al menos un objeto que cumpla A y no cumpla B, con lo cual dicho
objeto cumplird noB y no cumplird noA, lo cual demuestra que noB=noA es también
falsa.

Teoremas

En cualquier “teoria matematica”, hay afirmaciones que no se demuestran (son muy sen-
cillas y dificilmente pueden demostrarse apoyandose en otras mas sencillas, o bien se
acepta su validez por conveniencia): Son los “axiomas” o “postulados” de la teoria. Y to-
das las demas afirmaciones de la “teoria” son sus “teoremas”, los cuales tienen sus res-
pectivas demostraciones basandose por razonamiento en los “axiomas” o en otros “teo-
remas” ya demostrados. O sea, que una “teoria matematica” es como un edificio, cuyos
cimientos son sus “axiomas” y donde todo el resto son “teoremas” (como ladrillos, que
se apoyan directamente en los cimientos o en otros ladrillos ya instalados).
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el

Calculo diferencial”, “el Calculo integral”, “la Estadistica matematica”, etc...

A su vez, hay muchos tipos de “teoremas” en una misma ‘“teoria matematica”.

Entendiendo que A v B son “propiedades” aplicables a objetos de una determinada natu-

raleza (correspondientes a la “teoria matematica” que sea), el enunciado de cualquier

“teorema” es esencialmente de alguna de las siguientes cuatro formas:

)]

2)

3)

FORMA BASICA (como una implicacion): “Si se cumple A, entonces se cumple
B” 0 mas brevemente “Si A, entonces B” 0 en forma simbodlica “A=B” (A implica
B). Aqui A representa la propiedad que se llama hipétesis del teorema y B repre-
senta la propiedad que se llama tesis del teorema (en el enunciado del teorema se
esté estableciendo taxativamente la verdad de la tesis, cada vez que sea verdadera
la hipétesis). Muchas veces, un teorema en esta forma basica se expresa también
asi: “Todo el que cumpla A, cumplird B”.

Ejemplo: “Si un nimero es racional, entonces es nimero real” o bien “ser numero
racional implica ser nimero real” o bien “todo nimero racional serd nimero real”.
Aqui la hipdtesis es “ser numero racional” (nimero que puede representarse me-
diante una razoén o cociente de dos enteros) y la tesis es “ser numero real” (nimero
que proviene de medir la longitud de un cierto segmento rectilineo con una deter-
minada unidad de medida, o su correspondiente opuesto).

FORMA DE CONDICION NECESARIA: “Una condicién necesaria para que
se cumpla A es que se cumpla B”. Esto significa que “es obligatorio el cumpli-
miento de B para que A se cumpla”, con lo cual podemos ponerlo en la forma
“noB implica noA”, y esto equivale logicamente a “A implica B” (pues son impli-
caciones contrarreciprocas).

Ejemplo: Tratando con funciones reales de una variable que sean derivables (en
todo su dominio), tenemos: Una condicidén necesaria para que “la funcion f(x)
tenga un extremo relativo en x = a” (propiedad A) es que “f'(a) = 0” (propie-
dad B).

Lo cual significa que “f’(a) # 0” (propiedad noB) implica “la funcién f(x) no
tiene un extremo relativo en x = a” (propiedad noA). Lo cual viene a ser en
definitiva que “la funcion f(x) tiene un extremo relativo en x = a” (propiedad

A) implica “f'(a) = 0” (propiedad B).

FORMA DE CONDICION SUFICIENTE: “Una condicién suficiente para que
se cumpla A es que se cumpla B”. Esto significa que “basta que se cumpla B, para
que se cumpla A”, lo cual es “B implica A”.

Ejemplo: Tratando con funciones de una variable que sean derivables (en su domi-
nio), tenemos: Una condicion suficiente para que “la funcidon f(x) tenga un
maximo relativo en x = a” (propiedad A) es que “f’'(x) > 0 en un intervalo
(a—61,a)y f'(x) < 0enunintervalo (a,a + §,)” (propiedad B).
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Lo cual significa que “f’(x) > 0 en un intervalo (a — &, ,a) y f'(x) < 0 en un
intervalo (a,a + §,)” (propiedad B) implica “la funcion f(x) tiene un maximo
relativo en x = a” (propiedad A).

Nota: Un mismo teorema de los anteriores puede darse siempre en tres formas
diferentes (en su forma basica como “una implicacién”, como “una condicidn ne-
cesaria” y también como “una condicion suficiente”). Pues su hipétesis serd una
condicion suficiente para el cumplimiento de su tesis y su tesis serd una condicion
necesaria para el complimiento de su hipdtesis.

4) FORMA DE CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE: “Una condicién ne-
cesaria y suficiente para que se cumpla A es que se cumpla B”. Entonces, por
“ser B condicion necesaria para A”, sera “A implica B”, y por “ser B condicion
suficiente para A”, serd “B implica A”. Por tanto, en forma simbolica se estd di-
ciendo “A=B”y “B=A", que suele escribirse “A<B” (en estos casos se dice que
“A vy B son propiedades equivalentes™). Por tanto, un teorema en esta forma equi-
vale a dos teoremas, que son “reciprocos” entre si.

Ejemplo: “Una condicién necesaria y suficiente para que la matriz cuadrada M
tenga inversa es que el determinante de M sea diferente de cero”, que quiere decir
a la vez “la matriz cuadrada M tiene inversa” (propiedad A) implica “el deter-
minante de M es diferente de cero” (propiedad B) y “el determinante de M es dife-
rente de cero” (propiedad B) implica “la matriz cuadrada M tiene inversa” (pro-
piedad A).

Vemos por todo lo anterior que la esencia de cualquier teorema es una implicacién entre
dos propiedades (pues hemos visto que las distintas formulaciones de los teoremas corres-
ponden siempre a implicaciones). Y cuando un teorema corresponda a una implicacion
doble, sera en realidad dos teoremas.

(Como se demuestra la certeza de “A implica B”? Comprobando que la tesis B es cierta
en todos los casos en que la hipdtesis A sea cierta. Si hay un niimero finito de casos en
que se cumpla la hipotesis, puede comprobarse el cumplimiento de la tesis caso por caso.
Pero cuando hay infinitos casos que cumplen la hipétesis, como ocurre normalmente, se
requiere un razonamiento general que nos asegure el cumplimiento de la tesis en todos
€s0S €asos.

Sin embargo, ;cémo se demuestra la falsedad de “A implica B”? Encontrando un solo
caso en que sea cierta la hipotesis A v no sea cierta la tesis B, llamado “un contra-
ejemplo de la implicacidon” (por este motivo suele ser mds facil demostrar la falsedad de
un teorema que demostrar su certeza; sin embargo, la bisqueda de un contraejemplo pue-
de ser muy complicada en algunos casos).

En Matematicas todos los teoremas que se dan son ciertos (si hubiese algun teorema que
no tuviese demostracion, no podemos estar seguros de su certeza y no se dara; desde que
alguien encuentre una demostracion correcta del mismo se sabra que es verdadero y podra
incluirse en el cuerpo de la “teoria matematica” respectiva; pero si alguien encuentra un
contragjemplo del mismo, se sabra que es falso y se anotard como tal o no se nombrara).
Pero en la historia de las Matematicas a veces ocurrid que se tenia por verdadero un cierto

4 Anatael Cabrera de Armas



LOS TEOREMAS EN MATEMATICAS

teorema (porque se tenia una demostracion para el mismo) y mas tarde alguien encontrd

un contragjemplo de ese mismo teorema, con lo cual quedd claro que era falso (en esos
casos la demostracion que se tenia para el teorema era siempre incorrecta por algun mo-
tivo, pero nadie habia detectado hasta entonces el fallo o los fallos en su razonamiento y
se daba por valida dicha demostracion).

Por ultimo, en Matematicas hay “condiciones necesarias” que no son “condiciones sufi-
cientes” (implicacion en un solo sentido) y hay “condiciones suficientes” que no son
“condiciones necesarias” (también implicacion en un solo sentido). Pero también hay
muchas “condiciones necesarias y suficientes” (implicaciones dobles):

1)

2)

3)

4)

Cuando sea cierto el teorema “A implica B” y no sea cierto el teorema reciproco
“B implica A”, se dice que “A es una condicion suficiente para B, pero dicha con-
dicioén no es necesaria” o bien podriamos decir que “B es una condicidén necesaria
para A, pero dicha condicién no es suficiente”.

Ejemplo: Tratando con funciones reales de una variable, se tiene el conocido teo-
rema “derivable implica continua”, luego podemos decir “derivable es una condi-
cion suficiente para ser continua, pero dicha condicion no es necesaria”, y también
podemos decir “continua es una condicién necesaria para ser derivable, pero dicha
condicién no es suficiente”

Cuando no sea cierto el teorema “A implica B y sea cierto el teorema reciproco
“B implica A”, se dice que “B es condicién suficiente para A, pero dicha condi-
cion no es necesaria” o bien podriamos decir que “A es condicidn necesaria para
B, pero dicha condicion no es suficiente”. Obsérvese que es lo mismo que dijimos
anteriormente, pero intercambiando los papeles de A y B.

Y cuando sean ciertos los teoremas “A implica B” y “B implica A”, las propie-
dades A y B se llaman equivalentes (si determinado objeto cumple una de ellas,
también cumplird la otra, y si otro objeto no cumple una de ellas, tampoco cum-
plira la otra) y se dice “A es una condicidn necesaria y suficiente para B” o bien
“B es una condicidn necesaria y suficiente para A”.

Cuando no sean aplicables las dos propiedades A y B a los mismos objetos, no
tendran sentido los teoremas “A implica B” ni “B implica A”. Simplemente, las
propiedades A y B son independientes (no tienen relacion ldgica). Pero pueden
incluso tener sentido los teoremas anteriores y sin embargo no ser cierto ninguno
de ellos, con lo cual las propiedades A v B tampoco tendran relacion logica.

Ejemplo: “Ser matriz real con inversa” es independiente de ““ser funcion real con-
tinua” (no tienen ninguna relacion logica, pues la primera propiedad es aplicable
a las matrices pero no a las funciones y la segunda propiedad es aplicable a las
funciones pero no a las matrices, luego no tienen sentido los posibles teoremas
que las incluyan).

Otro ejemplo (propiedades si aplicables a los mismos objetos): “Ser funcion perid-
dica” no tiene relacion ldgica con “ser funcion continua”, pues no son ciertos los
posibles teoremas “toda funcién perioddica es continua” ni “toda funcién con tinua
es periodica”.
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Ejemplos de demostraciones

Ejemplo de la busqueda de un razonamiento general para demostrar la validez de un teo-
rema;

Vamos a demostrar que el teorema “ser nimero racional implica ser nimero real” o “todo
numero racional es un nimero real” es cierto.

En efecto, “si x es un numero racional positivo cualquiera (con lo cual ya cumple la
hipdtesis del teorema), existira alguna fraccion p/q, con p y g enteros positivos, de modo
que se cumple x = p/q|. Pero entonces, tomando el “segmento unidad de medida” y di-
vidiéndolo en q partes iguales, cualquiera de dichas partes serd un segmento de longitud
1/q. Ahora, podemos construir un nuevo segmento a partir de un punto cualquiera, agre-
gando consecutivamente en la misma direccion p veces el segmento de longitud 1/q, con
lo cual resultard un segmento que medird p/q (en relacién al “segmento unidad de
medida” inicial). Por tanto x = p/q es “un nimero real positivo” por ser la medida de
dicho segmento, con lo cual cumple la tesis del teorema (recuérdese que “ntimero real po-
sitivo” es cualquier resultado de medir la longitud de algin segmento con una cierta
unidad).

Y si x fuese un niimero racional negativo, —x serd racional positivo, con lo cual también
sera un niimero “real positivo” por el razonamiento anterior. Pero entonces —(—x) = x
serd un “‘real negativo” y entonces también cumple la tesis del teorema (nos basamos en
otro teorema mas sencillo que suponemos ya demostrado, segun el cual “el opuesto de un
real positivo es un real negativo”).

Finalmente, el nimero racional cero es el mismo numero real cero.

Mediante este razonamiento general (incluye todos los casos), queda entonces demos-
trada la certeza del teorema “todo nimero racional es un numero real”.

Ejemplo de la busqueda de un contraejemplo para demostrar la falsedad de un teorema:

Vamos a demostrar que el teorema reciproco del anterior (‘“‘ser numero real implica ser
nuamero racional”) es falso.

En efecto. tenemos un contraejemplo, que es V2. Veamos: “4/2 es un niimero real” pues

es la longitud de un cierto segmento y por tanto cumple la hipétesis (v/2 es la longitud
de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos dos catetos midan una “unidad de

medida”), pero sabemos que v/2 no se puede expresar como un cociente a/b. con a y b
en teros, con lo cual “4/2 no es un numero racional” y entonces no cumple la tesis (de-
mostracion de esto ultimo en la siguiente pagina).

Si V2 cumple la hipétesis del teorema y no cumple su tesis, es un contraejemplo de dicho
teorema, luego el mismo es falso.

Demostracion de un teorema por reduccion al absurdo

Es un procedimiento bastante utilizado en Matematicas.

Consiste en lo siguiente: Para demostrar la validez del teorema “A=B” basta saber que
no existe ningun objeto que cumpla la hipdtesis “A” v a la vez no cumpla la tesis “B”.
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Pero cumplir “A” y no cumplir “B”, es lo mismo que cumplir “A” y cumplir “noB”, con
lo cual no debera existir objeto que cumpla la propiedad “A y noB”.

Entonces, la idea para la demostracién del teorema “A=B”’ ¢s considerar la propiedad
“A vy noB” y demostrar por reduccion al absurdo que no puede haber algin objeto
que la cumpla, o sea que “A y noB” es una propiedad absurda (para ello supondre-
mos que si haya un objeto que cumpla “A y noB”, lo cual conducird a alguna contra-
diccion).

Este es el procedimiento que se llama “demostracion por reduccion al absurdo del teo-
rema dado “A=>B".

Ejemplo: Queremos demostrar la propiedad “v/2 es un nimero irracional”.

Al respecto, podemos considerar el siguiente teorema que dice lo mismo: “x es real posi-
tivo que cumple la ecuacién x? = 2” (propiedad “A”) implica “x no puede escribirse
como a/b, con a y b enteros positivos sin divisores comunes salvo 1 (propiedad “B”).
Entonces, tenemos A=B y debemos demostrar que este teorema es cierto.

Pues bien, usaremos la demostracion del teorema A=B por reduccion al absurdo, para lo
cual consideramos la propiedad “A y noB” y probaremos que esta propiedad es ab-
surda. O sea, que debe ser absurda la propiedad “x es un real positivo que cumple la
ecuaciéon x2 = 2 y puede escribirse como a/b, con a y b enteros positivos sin divisores
comunes salvo 1”. Y lograremos esto, suponiendo que exista un x que la cumpla, con lo
cual resultara por razonamiento directo (*) que dicho x no cumple esa misma propiedad
“A y noB” de la que partimos (contradiccion, con lo cual dicho x no puede existir, y
entonces la propiedad “A y noB” es absurda).

Razonamiento directo (*): Supongamos que exista un x que cumpla la propiedad “A y
noB” dicha anteriormente. Al ser x = a/b (por cumplirse “noB”) se tendra x? = a?/b?,
con lo cual a? = x2 - b? = 2 - b? (por ser x? = 2, establecido en “A”). Esto prueba que
a? es multiplo de 2, pero entonces tendra que ser a también multiplo de 2 (propiedad de
los numeros enteros, que se supone ya demostrada). Se tendrd entonces a = 2 - k, con k
entero positivo. Con lo cual, al sustituir esta expresion de a en a? = 2 - b2, obtenemos la
igualdad 2% - k? = 2 - b2, que simplificada conduce a 2 - k? = b?. Por tanto, tenemos
que b? es también multiplo de 2, lo cual obliga a que b sea multiplo de 2 (misma razon
anterior). Conclusion: Hemos llegado a que a y b son multiplos de 2, lo cual contradice
lo supuesto inicialmente (pues suponiamos que a y b no tenian divisores comunes salvo
1 y resulta que 2 es un divisor comtn de a y de b). Esta contradiccion demuestra que
el nimero x mencionado al principio no puede existir.

Otro ejemplo: Queremos demostrar que “La suma de un niimero irracional y un numero
racional es siempre un nlimero irracional”.

El teorema A=B que dice lo mismo serd: “x es nimero irracional ¢ y es numero racional”
= “x + y es numero irracional” (los objetos donde el teorema es aplicable son los pares
de numeros reales).
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Demostracion por reduccidon al absurdo de A=B: La propiedad “A v noB” debe ser
absurda. siendo dicha propiedad “a es nimero irracional v b es numero racional, siendo
a + b nimero racional”.

Pues bien, supongamos que los numeros a y b la cumplen. Entonces, al ser b racional y
a + b también racional, el namero a = (a + b) — b sera racional (la diferencia de dos
numeros racionales es siempre otro nimero racional, como indica un teorema que se su-
pone probado anteriormente). Por tanto, tenemos una contradiccién con lo anterior-
mente supuesto (ya que suponiamos que a era irracional), luego los nimeros a v b que
suponiamos cumpliendo la propiedad “A y noB” no existen. Entonces “A y noB” es
absurda vy por tanto el teorema A=B es cierto.

Nota: En la practica, si queremos demostrar que “la suma de un irracional a con un racio-
nal b es un numero irracional”, diriamos en forma mucho mads abreviada: Supongamos lo
contrario, con lo cual a + b sera racional; pero al ser b también racional, el nimero a =
(a + b) — b seraracional, contra lo supuesto. Por tanto, queda demostrado el teorema.
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