FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

(Prerrequisitos: Numeros reales. Potencias, raices y logaritmos en R. Inecuaciones racionales)

Conceptos basicos

Se llama “funcién real de una variable real” a cualquier modo de asignar, a cada uno de los
numeros reales de un cierto conjunto, llamado “dominio de la funcién”, un cierto valor real lla-
mado “su imagen por la funcién”, de modo que a elementos distintos del dominio se le asignen
imagenes diferentes o imagenes iguales, pero una sola imagen para cada uno.

Por tanto, una funcién bien definida no puede dejar sin imagen a uno o mas elementos de su do-
minio. Y tampoco puede asignar mas de una imagen a algtin elemento de su “dominio”.

Se llama “recorrido” de una “funcién real de variable real” al conjunto formado por las distintas
imagenes asignadas por esa funcidn, a partir de todos los elementos de su “dominio”.

Por lo cual, tanto “el dominio” como “el recorrido” de una “funcién real de una variable real”

son conjuntos formados por nimeros reales.

Dicho de otra manera: Si llamamos a la funcion f, llamamos a su “dominio” A y llamamos a su
“recorrido” B, a todo valor real a en A la funcioén le asigna un winico valor real f(a) en B. De
modo que si a recorre todos los valores de A, f(a) recorre todos los valores de B. Pero, a valores
diferentes de A no tienen por qué corresponderles siempre valores diferentes en B.

Nota: Cuando no haya peligro de confusion, utilizaremos la letra f para designar muchas funcio-
nes tomadas como ejemplos, aunque sean distintas (por ser esa letra la inicial de “funcidén”). Pero
cuando queramos tratar con mas de una funcién en un mismo ejemplo, usaremos diferentes letras
para identificarlas (f,g.h.l.m.n , etc...).

Ejemplos:

Tenemos la funciéon f cuyo “dominio” es el conjunto A = {—1,v2,m,5}. de modo que
f(=1)=0. f(x2)=1/3 ., f(mr) =3y f(5) = —2/7. Obsérvese que en este caso ningiin
punto del “dominio” queda sin imagen y ninguno tiene mas de una imagen, luego se trata de una
“funcién bien definida”, siendo su “recorrido” B = { 0,1/3,v/3,-2/ 7}. Ademas, se trata de una

funcién llamada “inyectiva”, porque siempre asigna imagenes distintas a elementos distintos del
“dominio”.

2) Sea la funcién g cuyo “dominio” A es el intervalo [—1,1], de modo que f(x) = x? para todo
x de A (en este caso las imagenes responden a una “formula”, pero esto no es obligatorio). Obsér-
vese que ningin punto del “dominio” queda sin imagen (el cuadrado de cualquier nimero real
siempre existe y da niimero real) y ninguno tiene mas de una imagen (el cuadrado de x es un

unico valor, para cada x elegido en A). Por tanto, g es otra “funcién bien definida”. Se demuestra
que ¢l “recorrido” en este caso es el intervalo [0,1]. Ademas, la funcién g no es “inyectiva”,
porque las imagenes de ntimeros opuestos del intervalo coinciden (por ejemplo: g(—1) = g(1) =

1;9(—1/2)=g91/2) =1/4;etc...).
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3) Si decimos que el “dominio” A de la funcién h es el intervalo [0, +o0 ue A(x) =Inx.no
hemos definido bien la funcién h. pues 0 estd en A y no existe la imagen h(0) = In (0). Po-

demos decir también que /4 no es funcion de “dominio” [0, +0).

4) Pero si tomamos la funcién j con “dominio” (0, +0) tal que j(x) = Inx , j estd “bien defi-

nida” como funcion, porque ahora todo nimero x del “dominio” tendra su imagen, la cual es un

unico numero real para cada x. El “recorrido” de esta funcion es todo R. Ademas, numeros posi-
tivos distintos tienen siempre logaritmos distintos, luego esta funcion es “inyectiva”.

5) Si decimos que el “dominio” A de la funcién m es el intervalo [0,5] y que m(x) = ++/x , no
hemos definido bien la funcién m, pues muchos elementos de A tienen dos imagenes, como el
nimero 4 que tiene imagenes +2 y —2; también tendran dos imagenes todos los elementos res-
tantes de A, salvo cero, pero esto ya no importa: Basta que un solo elemento del “dominio” tenga
mas de una imagen, para que la funcién no esté bien definida.

Si una funcién viene dada solamente por “una féormula” del tipo y = E(x) . donde E'(x) repre-
senta una cierta expresion con la variable x, y no se indica cudl es su “dominio” (cosa muy fre-
cuente), se supone que dicho “dominio” es el mayor conjunto de nimeros reales que den va-
lores numéricos reales a la expresion E(x) v no mas de un valor para cada elemento de ese
conjunto (se entiende que el valor real de y dado por la expresion E'(x) para cada x de dicho
conjunto es “la imagen” dada por la funcién para ese valor de x).

Por ejemplo, la funcién definida tnicamente por la “formula” y = x3 tiene “dominio” todo R
(pues todo numero real tiene un cubo tGnico que es real). En esa funcion, como sabemos, la imagen

de1es13 =1, laimagende —2 es (—2)3 = —8, etc... Esta funcién es “inyectiva”.

., . ;. 4 . « e ;.
Y la funcién definida tinicamente por y = /x tiene “dominio” [0, 400) (pues los unicos reales

que tienen raiz cuarta real son los positivos y cero; ademas se tomara como imagen de cada
numero x de ese “dominio” su raiz cuarta no negativa (valor inico), pues recuérdese el convenio

segln el cual la expresion Y/x equivale a +3/x ). Asi, la imagen de 0 es Y0 = 0, la imagen de 4
es V4 =+/2, laimagen de 81 es V81 = 3 , etc...

Variables asociadas a una funcion

A toda “funcién real de una variable real” se le asocian dos variables reales: Una, llamada “va-
riable independiente”, cuyos valores se eligen libremente en el “dominio” A de la funcidn (re-
presentaremos esta variable normalmente por X, pero que en la practica puede estar representada

por cualquier otra letra). Y otra variable, llamada “variable dependiente”, cuyos valores son los
numeros reales que estan en el “recorrido” B de la funcion, los cuales dependen a través de la
funcion de los valores que hayamos elegido en el “dominio” (esta variable normalmente se re-
presenta por y, pero en la practica puede ser cualquier otra letra).

Si llamamos f a “la funcion”, se escribe v = f(x) para todo x del “dominio” A, estando y en B.

Aqui la escritura y = f(x) no representa necesariamente una “férmula” del tipo y = E(x) como
las que hemos nombrado anteriormente: Lo unico que nos indica es que “la funciéon” se llama f
que “su variable independiente” se llama x y que “su variable dependiente” se llama y.
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Por ejemplo, si una funcion representa la distancia de un objeto moévil a un punto de referencia,
la cual es una funcion del tiempo transcurrido a partir de un cierto instante, esa funcion la repre-

sentariamos como d = f(t), con t “variable independiente” y d “variable dependiente”.

Precisamente, a la funcién se le dice “real” porque su “variable dependiente” toma valores
reales (los del “recorrido”). Y decimos que la funcién es “de una variable real” porque posee
una sola “variable independiente”, l1a cual toma también valores reales (los del “dominio™).

Pero hay “funciones reales” que tienen dos 0 mas “variables independientes” las cuales toman

valores reales, como la funcion que nos da el moédulo de la fuerza de atraccion gravitatoria entre
dos masas, la cual tiene tres variables independientes (las masas m, y m, de que se trate, asi como

la distancia d que las separe). Trataremos las “funciones reales de dos y de tres variables reales”
en los Temas 5, 6 y 7 de esta pagina web.

Y hay funciones cuya “variable dependiente” toma valores que son numeros complejos (se las

llama “funciones complejas”), las cuales a su vez podrian tener una sola “variable independiente
compleja” o varias “variables independientes complejas”. No las estudiaremos en esta pagina
web.

Grafica de una funcion real de una variable real

Se llama “grafica” de una funcion real de una variable real, y = f(x), a la representacion geo-
métrica en un plano de los puntos cuyas abscisas son todos los valores del “dominio” y cuyas
ordenadas son sus correspondientes imagenes. O sea, que la grafica de la funcion f(x) sera el
conjunto de todos los puntos del plano cuyas coordenadas son (x , f(x)). con x variando en todo

el “dominio” A de la funcién. (Se supone, obviamente, la existencia previa de un sistema carte-
siano de referencia en dicho plano, que supondremos ortogonal en todo lo que sigue).

La grafica puede ser una recta o parte de ella; puede ser una curva o parte de ella; también puede

incluir tramos de rectas y de curvas diferentes, enlazadas o no; pero a veces sélo incluye varios
puntos. Por ejemplo, la grafica de la funcion del ejemplo 1 dado en la pag. 1, tiene solamente

cuatro puntos: Los de coordenadas (=1, 0), (V2 , 1/3), (r, V3) y (5, —2/7). Por tanto, no in-
cluye segmentos rectilineos ni arcos de curvas que los unan.

Nota: En muchas ocasiones la grafica no se puede dibujar completa por ser muy extensa. En esos
casos, se dibuja una parte representativa de la misma indicando que tiene otros puntos (a veces

infinitos puntos mas). Por ejemplo, si la grafica es una recta no puede dibujarse completa, pero

podemos dibujar un segmento suficientemente grande de la misma (que incluya sus cortes con
los ejes o el Ginico corte que posea), indicando que se extiende mas alla de sus extremos con unos

puntos suspensivos o con unas puntas de flecha en los mismos. De modo analogo ocurre si la
grafica es una parabola vertical, dibujando entonces un arco suficientemente grande de la misma,

donde veamos sus puntos mas importantes (sus cortes con los ejes y su maximo o su minimo), in-
dicando del mismo modo que se extiende mas alla de sus extremos. Etc...

Propiedades importantes de la grafica de cualquier “funcion real de una variable real”:

1) Toda recta vertical corta en un solo punto o no corta a la grafica de cualquier funciéon
(pues de lo contrario, si alguna recta vertical, de ecuacion x = a, cortase en mas de un
punto a la grafica de la funcién, puntos que podriamos designar (a ,b), (a,c), etc..., se
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tendria f(a) =b y también f(a) =c con b # c, lo cual estaria indicando que el
elemento a del “dominio” tiene al menos dos imagenes, lo cual es imposible por ser f
funcion).

Asi, curvas como una parabola horizontal o una circunferencia no son graficas de fun-
ciones. En cambio, curvas como una parabola vertical o la mitad superior (o inferior) de
una _circunferencia si son graficas de funciones. Obsérvese que puede haber rectas
verticales que no corten a la grafica de una funcién (pues si el valor x = a que corres-
ponde a la recta no pertenece al “dominio” de la funcion, no tendra imagen y la recta ver-
tical que tiene esa ecuacion no incluird ningun punto de su grafica).

2) La “proyeccion vertical” de los puntos de la grafica sobre el eje OX nos dara siempre la
representacion geométrica del “dominio” de la funciéon. En muchas ocasiones, el “domi-
nio” de la funcioén es ilimitado y no podra quedar totalmente representado, como le ocurre
a la propia grafica de la misma funcion.

3) La “proyeccion horizontal” de los puntos de la grafica sobre el eje OY nos dara siempre
la representacion geométrica del “recorrido” de la funcién. También en muchas ocasiones
ese recorrido sera ilimitado y no podra representarse en forma completa.

4) Si la funcién es “inyectiva”, toda recta horizontal corta en un solo punto o no corta

a su grafica (pues de lo contrario, si alguna recta horizontal, de ecuacion y = b, cortase
en mas de un punto a la grafica, puntos que podriamos designar (a, b), (¢, b), etc..., se
tendria f(a) = b y también f(c) = b, con a # c, lo cual es imposible si f es “inyecti-
va”).
Asi, curvas como una parabola vertical o como la mitad superior (o inferior) de una cir-
cunferencia son graficas de funciones “no inyectivas”, pues hay rectas horizontales que
cortan en dos puntos a esas graficas. En cambio, curvas como media parabola horizontal,
media parabola vertical y cualquiera de los cuatro arcos de una circunferencia de centro
el origen que estén situados en uno solo de los cuadrantes del sistema de coordenadas,
son graficas de funciones “inyectivas”, porque cualquier recta horizontal que corte a
esas graficas lo hara en un solo punto.

Funciones pares e impares

Una funcién se llama “par” cuando tenga un “dominio” simétrico respecto al valor cero (o sea,

que al incluir un valor x incluira también el valor —x) y cumpla ademas la propiedad f(=x) =

f(x). para todo x de su “dominio”.

Ejemplo: La funciéon y = x? es “par”, si suponemos que su “dominio” es todo R (simétrico res-
pecto al valor cero), pues es (—x)? = x?2, para todo x real. Pero la funcién y = x? de “dominio”
(0, 400) no es “par”, pues el “dominio” que hemos dado no es simétrico respecto al valor cero

(incluye solamente los reales positivos, pero no incluye sus simétricos negativos).

Propiedades importantes de las “funciones pares”:

1) Si una funcioén es “par”, serd “no inyectiva”, pues sera x # —x si X no es cero y sin embargo

f(x) = f(—x) (elementos diferentes tienen la misma imagen). (Suponemos que su dominio no
se reduce solamente a 0).

2) La grafica de una funcion “par” es siempre simétrica respecto al eje OY. Pues al incluir un

punto (x,y), incluira también a su punto simétrico respecto a dicho eje que es el (—x,y).
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(Comprobarlo con la funciéon y = x? y con otra funcion “par” muy conocida que es ¥y = cos x ,
cuya grafica estd en la Seccion 2.2).

Una funcion se llama “impar” cuando tenga un “dominio” simétrico respecto al valor cero y

ademas cumpla la propiedad f(—=x) = —f(x), para todo x de su “dominio”.

Ejemplo: La funcién y = x3 es “impar”, si suponemos que su “dominio” es R, pues se tiene
(—x)3 = — x3, para todo x real. Pero la funciéon y = x3 de “dominio” [—1,3] no es “impar”,
pues dicho “dominio” no es simétrico respecto al valor cero (por ejemplo, incluye el valor 3 pero
no incluye el valor —3). Entonces no cumple la propiedad f(—3) = — f(3) porque f(—3) no
existe.

Propiedad importante: La grafica de una funcién “impar” serd siempre simétrica respecto al ori-
gen. Pues al incluir un punto (x, y), incluira también a su punto simétrico respecto al origen que
es el (—x,—y). (Comprobarlo con la funcién y = x3 y con la funciéon y = sen x , cuyas gra-
ficas estan en la Seccién 2.2).

‘ Es importante saber que hay muchisimas funciones que no son “pares” ni “impares” (la mayoria). |

Ejemplo: La funciébn y =2x+ 1 no es “par” ni es “impar”, porque su grafica es una recta no
simétrica respecto a OY, ni simétrica respecto al origen (comprobarlo dibujandola). O de otro
modo: Tenemos f(—1) = -1y f(1) = 3, luegono es f(=1) = f(1) y entonces la funcién no
es “par”; pero tampoco es f(—1) = —f(1), luego la funcién no es “impar”.

Otro ejemplo: La funcion y = 2% no es “par” ni es “impar”, porque f(1) =2y f(-1) =1/2,

conlocualnoes f(=1) = f(1) nies f(=1) = —f(1). (Si vemos en la Seccion 2.2 la grafica de

y = a*, con a mayor que 1, vemos que la misma no es simétrica respecto al eje OY ni es simétrica
respecto al origen; e y = 2* es un caso particular).

Funciones periddicas

Una funciodn se llama “periddica” cuando exista un nimero positivo fijo P, de modo que se cumpla
f(x £ P) = f(x) para todo x de su “dominio”. P se llama “periodo de la funcion” si es el menor
numero positivo que cumple lo anterior.

Entonces, el “dominio” puede ser todo R (y los valores de la funcion en el intervalo [0, P] se re-
petiran con el mismo orden en los intervalos [P, 2P], [2P, 3P], etc... asi como en los intervalos
[—P,0], [—2P,—P], etc...) o también el “dominio” puede ser una unién de infinitos intervalos de

igual longitud e igual tipo (todos abiertos, todos cerrados o todos con un mismo extremo incluido),
de modo que todos puedan obtenerse a partir de uno cualquiera de ellos, desplazdndolo sucesivas
veces la cantidad P hacia la derecha y hacia la izquierda (repitiéndose los valores de la funciéon

en el mismo orden sobre todos esos intervalos).

b3

Por tanto, si una funcion es “periddica”, “no sera inyectiva” (porque repite valores).

Ejemplos:
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1) La funciéon y = sen x es “periddica” de “periodo” P = 2m. En efecto, sabemos que toma

todos sus valores en el intervalo [0, 27] y repite dichos valores en el mismo orden en los inter-
valos a su derecha [2m, 4], [47, 67], etc... Y también los repite en [—2m, 0], [—4m, —27], etc...
En este caso el “dominio” es R. (Notese que al sumar o restar 47, 67, 87, etc... a cualquier x, la
funcion y = sen x repite sus valores en el mismo orden, pero 27t _es el menor nlimero positivo
que lo hace, luego es “el periodo” de esta funcion).

2) La funcién y = tanx es “periddica” de “periodo” P = . Toma todos sus valores en el in-

tervalo (— = g) de longitud 7 y los repite en el mismo orden en los intervalos (g , 37”), (37” , 57”),

etc... También los repite en los intervalos (— 2%, — T), (— 2%, — 3), etc... Al desplazar el primer

intervalo la distancia 7 sucesivas veces hacia la derecha se obtienen los siguientes, y al despla-
zarlo hacia la izquierda resultan estos ultimos. En este caso el “dominio” es una unién de in-
finitos intervalos disjuntos de longitud 7, todos abiertos, que no coincide con todo R, pues no
incluye los multiplos impares positivos y negativos de /2 . En este caso la funcion también repi-

te sus valores en el mismo orden sumando o restando 2m, 37, 47, etc... a cualquier x del “domi-
nio”, pero 1z_es el menor nimero positivo que lo hace.

(Ver graficas de las funciones seno y tangente en Seccion 2.2)

3) Sea la funcién f que toma valor 1 en todos los puntos del intervalo [0, 1], toma valor 1 en
todos los puntos del intervalo [2 , 3], toma valor 1 en todos los puntos del intervalo [4, 5], etc...

y que también toma valor 1 en todos los puntos de los intervalos [—2,—1], [—4,—3]. etc... Y

en los intervalos intermedios f no estd definida. Entonces, f es una funcidn “periodica” de “pe-

riodo” P = 2 (desplazando el intervalo [0, 1] hacia la derecha 2 unidades se obtiene el intervalo
[2,3] y desplazandolo otras 2 unidades se obtiene el [4, 5], etc..., y desplazando el mismo in-
tervalo [0, 1] hacia la izquierda 2 unidades, sucesivas veces, se obtienen los intervalos [—-2, —1],
[—4,—3], etc..., y ademas los valores que toma f en todos esos intervalos son exactamente igua-
les). Aqui la funcién f tiene un “dominio” que es la union de los infinitos intervalos cerrados de

longitud 1 cuyos extremos izquierdos son nameros enteros pares, pero no incluye los intervalos
abiertos intermedios de longitud 1 cuyos extremos izquierdos son numeros enteros impares. Y los
valores que toma la funcion en cualquiera de los intervalos de su dominio se repiten en los demas

(la funcidn en este caso solamente toma el valor 1, pero podriamos haberle dado valores crecientes
o decrecientes entre 2 y 5, por ejemplo, repitiendo esos mismos valores y en el mismo orden para
todos los intervalos del dominio, de modo que las partes de “la grafica” sobre los distintos in-
tervalos serian desplazamientos de 2 unidades hechos a la parte de “la grafica” correspondiente a
uno cualquiera de ellos. (Hacer un dibujo de la grafica de la funcion dada para ver mas claramente
lo dicho; es un caso en que la longitud de los intervalos que se repiten es 1, lo cual no coincide

con el valor del “periodo” que es 2).

Restricciones de una funcion

Si reducimos “el dominio” A de una cierta funcién f, manteniendo las imagenes de los puntos

que hayvan quedado en la parte considerada como “nuevo dominio”, se obtiene otra funcién que
se llama “restriccion de la funcién inicial al nuevo dominio elegido”.
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Entonces, hay tantas “restricciones” de una funciéon como subconjuntos podamos elegir en el “do-

minio” inicial de la misma. Y, en general, el “recorrido” de cada “restriccion” depende de cual
sea su “dominio”, pero estara siempre contenido en el “recorrido” de la funcién inicial.

Ejemplo: Podemos reducir el dominio R de la funciéon y = x? al intervalo [0, +00), obteniéndose
otra funcién (la “restricciéon de y = x?2 a dicho intervalo™), cuya gréfica es solamente la mitad de-
recha de la grafica de la funcidn anterior (que es una parabola vertical con vértice en el origen,
como sabemos). Notese que la funcioén inicial, de dominio todo R, no es “inyectiva’ por ser “par”

(en efecto, las rectas horizontales por encima del eje OX cortan a la pardbola vertical en dos
puntos) y sin embargo “la restriccion” elegida si es “inyectiva” (pues, al quedarnos con la mitad
derecha de la parabola, esas rectas horizontales cortan ya en un solo punto a la grafica). Sin em-

bargo el “recorrido” de esta “restriccion sigue siendo el intervalo [0, +00), como el de la funcién
inicial. Pero si la “restriccion” que tomasemos fuese de “dominio” el intervalo [—2 , —1], también
resultaria una funcioén “inyectiva”, con grafica el arco de la mitad izquierda de la parabola inicial
que va del punto (—1, 1) al punto (—2,4) y cuyo “recorrido” seria el intervalo [1 , 4].

Otro ejemplo: La funciéon y = cos x de “dominio” R no es “inyectiva” por ser “periddica”. Pero
“su restriccion al intervalo [0, 7r]” si es una funcidn “inyectiva”. En efecto, su grafica es un tramo

de la grafica inicial que baja constantemente desde el punto (0, 1) al punto (7r, —1), con lo cual

las rectas horizontales la cortaran en un solo punto o no la cortaran, siendo su “recorrido” en este
caso el mismo de la funcion inicial: El intervalo [—1, 1]. (Ver la grafica de la funcién coseno de

dominio R en la Seccion 2.2 y comprobar lo que estamos diciendo para el tramo que corresponde
al nuevo dominio [0, 7z]).

Funciones inversas

Si una funcion f es “invectiva”, de “dominio” A vy “recorrido” B, existe siempre otra funcion

que se representa por f~1. también “inyectiva”, de “dominio” B y “recorrido” A, que se llama

“su_funcién inversa”, la cual queda definida asi: [f~1(b) = a siy s6lo si es f(a) = b|, para
todos los b pertenecientes al conjunto B.

O sea, f~! actha invirtiendo el sentido de f (f va de a hacia b y f~! va de b hacia a), con lo
cual también invierte los papeles de “dominio” y “recorrido”.

Desde luego, la “inversa” de £~ vuelve a ser f (da igual cual de ellas representemos por f, que
la otra serd f1).

Propiedad importante de las funciones “inversas™: Las graficas de dos funciones “inversas” son
siempre simétricas respecto de la recta y = x (bisectriz de los cuadrantes 1° y 3°). Pues si un
punto (a, b) esta en una de las graficas, el punto simétrico (b, a) esta en la otra grafica. (Hacer
un dibujo para comprobarlo; el segmento que une dos puntos simétricos debe ser perpendicular a
la recta y = x y ambos deben estar a la misma distancia de dicha recta; es lo que ocurre con los
puntos (a,b) y (b, a)).

Ejemplos de “funciones inversas”:
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1) La funcién f del ejemplo 1 dado en la pagina 1 era “inyectiva”, luego su “funcion inversa”
tendra dominio B = {0 ,1/3 A3, —2/7} y tendra recorrido A = {—1 N2, 5}, de modo que
frO)=-1, f'QA/3)=v2, fF{(V3)=n, f71(=2/7) =5.

2) La funcién g de “dominio” A = [1, 25] y de “recorrido” B =[1, 5], tal que g(x) = vx, es
“inyectiva” (pues dos nimeros positivos distintos en A tienen siempre raices cuadradas positivas
distintas en B; ademas, si x avanza desde 1 hasta 25, vx avanza desde 1 hasta 5, con lo cual ve-
mos que efectivamente “el recorrido” de g es el intervalo [1 , 5]). En este caso la funcién “in-

versa” g~1, de “dominio” B y de “recorrido” A, es la que tiene por expresion g~ (x) = x2 (pues

si g pasa de cada valor de A al correspondiente de B hallando su raiz cuadrada, g ~!pasara de este
ultimo al primero elevandolo al cuadrado). Asi tenemos, por ejemplo:

g =Vi=1;g@)=v4=2; g7 =V7y g(9=Vv9=3

Y para la “funcion inversa” se tendra:

M =17=1; g2 =22 =4; gD =(V7) =7 y g'(3) =3 =9

. .o o1 s « ‘s
Nota: Es muy importante no confundir f 1 con la funcién 7 (esta ultima se llama “funcién re-

ciproca de f” y representa el cociente de la funcion constante 1 entre la funcién f(x)). Con nu-

. . , 11 .
meros es indiferente hablar de “inverso” o de “reciproco” ( 271 = > ) , pero con funciones es to-

talmente distinto.

. .y . 3 7 ’
Por ejemplo, la “funcién inversa” de y = x3 es y = ¥/x = x1/3, pero la “funcién reciproca” de

1 _ .
y=x3es y= S=x 3 (completamente distinta).

Otro ejemplo: La “funcién inversa” de y = cos x , restringida al intervalo [0, ] . es y =
1

arc cos x (también escrita como y = cos™
cuidado!. En cambio, la “funcién reciprocade y = cosx es y = sec x (completamente distin-
ta). Recuérdese que secx =1/cosx.

x , lo cual se puede prestar a confusion). jTener

(Nosotros no usaremos las notaciones sen™lx, cos™lx ni tan 'x en lugar de las notaciones
arcsenx, arccosx y arc tanx porque se prestan a confusion. Sin embargo, en muchas cal-
culadoras aparecen las primeras y no las segundas, por razones de espacio en las teclas que son
pequeiias).

Funciones basicas

Llamaremos asi a las mas sencillas funciones reales de una variable real, para las cuales el
calculo de imagenes es inmediato o se obtiene utilizando una sola expresion muy simple (cuyos
valores estan en las calculadoras cientificas).

LISTA DE LAS FUNCIONES BASICAS: Funciones constantes (y = k, con k real), funcidén
identidad (y = x), funciones potenciales de exponente entero positivo (y = x™), funciones radi-

cales (y = Y/x, conn > 1), funciones exponenciales (y = a*, cona > 0y a # 1), funciones lo-
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garitmicas (y = log, x, cona > 0y a # 1), principales funciones trigonométricas (y = sen x ,
y=cosx e y=tanx , con x en radianes), inversas de las anteriores (y = arc senx ,y =

arccosx ey = arctanx , cony en radianes) y funcién valor absoluto (y = |x|).

SUS GRAFICAS Y SUS CARACTERISTICAS PRINCIPALES ESTAN EN LA SECCION 2.2
DE ESTA PAGINA WEB.

Obsérvese que, salvo las funciones constantes y la funcion identidad (donde no hay que operar
para obtener imagenes), en cada una de las “funciones basicas” interviene una determinada expre-
sion E (x), caracteristica de la funcion de que se trate y que ha sido sefialada entes, cuyos valores
para cada x del “dominio” respectivo se obtienen directamente con las teclas de cualquier cal-

culadora cientifica (en el caso de las funciones trigonométricas y de sus inversas, hay que trabajar
en modo radianes).

En todas las “funciones bésicas”, salvo que se indique otra cosa para alguna “restriccion”,

tomaremos siempre los “dominios” mayores posibles (o sea, los mayores conjuntos de numeros
reales para los cuales la funcion considerada sea capaz de darnos imagenes reales inicas).

Asi tenemos:

1) R es el “dominio” de las funciones: constantes , identidad, potenciales de exponente entero
positivo, radicales de indice impar, exponenciales, seno, coseno, arco tangente y valor absoluto.

2) [0, +0) es el “dominio” de las funciones radicales de indice par.

3) (0, +0) es el “dominio” de las funciones logaritmicas.

IR - {i g, + b } es el “dominio” de la funcidn tangente.

5)[—1, 1] es el “dominio” de las funciones arco seno y arco coseno.

Con esos “dominios” maximos, tenemos los siguientes “recorridos” de las funciones basicas:

1) R es el “recorrido” de la funciones identidad, potenciales de exponente impar, radicales de in-

dice impar, logaritmicas y tangente.

2) [0, +0) es el “recorrido” de las funciones potenciales de exponente par y valor absoluto.

3) (0, +0) es el “recorrido” de las funciones exponenciales.
4) [—1, 1] es el “recorrido” de las funciones seno y coseno.
5)[—m/2, m/2] es el “recorrido” de la funcidn arco seno.
6) [0, ] es el “recorrido” de la funcion arco coseno.

7) (—m/2 ,m/2) es el “recorrido” de la funcién arco tangente.

8) El conjunto {k} es el “recorrido” de la funcion constante y = k.
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Inversas de las funciones basicas

1) No existe “la inversa” de una “funcidén constante”, ya que no es inyectiva ni posee “restric-
ciones” inyectivas.

2) “La inversa” de la “funcidn identidad”, y = x, es ella misma. Y “la inversa” de “su funcion
opuesta”, y = —x, es también ella misma.

3) Las “funciones potenciales” y = x™ de exponente par “no son inyectivas” en R, luego no
tienen “inversas”. Pero “la restriccion” de una cualquiera de ellas al intervalo [0, 4+0) es “in-

yectiva” y “su inversa” es la “funcién radical” y = +43/x (con mismo valor de n). Asi mismo,

“la restriccion” de una cualquiera de ellas al intervalo (—oo. 0] es “inyectiva” y “su inversa” es

y = —%/x (mismo valor de n).

4) Las “funciones potenciales” y = x™ de exponente impar “son inyectivas” en R y “‘sus inver-

sas” son las “funciones radicales” y = Y/x (mismo valor de n).

5) Las “funciones radicales” y = +%/x de indice par “son inyectivas” en [0, +0) y “sus inver-
sas” son las “funciones potenciales” y = x" restringidas a [0, +0) (mismo valor de n).

6) Las “funciones radicales” y = —%/x de indice par “son inyectivas” en [0, +) y “sus inver-
sas” son las “funciones potenciales” y = x™ restringidas a (—o, 0] (mismo valor de n).

7) Las “funciones radicales” y = Y/x de indice impar “son inyectivas” en R y “sus inversas”

son las “funciones potenciales” y = x™ (mismo valor de n).

8) Las “funciones exponenciales” y = a* (a > 0: a # 1) “son inyectivas” en R y “sus inversas”
son las “funciones logaritmicas” y = log, x (mismo valor de a).

9) Las “funciones logaritmicas” y = log, x (a > 0; a # 1) “son inyectivas” en (0, 4+o0) y “sus
inversas” son las “funciones exponenciales” y = a* (mismo valor de a).

10) La funciéon y = sen x (x en radianes) “no es inyectiva” en R, pero tiene muchas “restricciones

inyectivas”. Una de ellas (llamada “su restriccidn principal™) es la que tiene como “dominio” el

intervalo [—m/2 . w/2], donde la funcién crece de —1 a 1 sin repetir valores. “Su inversa” es
y = arc senx.

11) La funcidén y = cos x (x en radianes) “no es inyectiva” en R, pero tiene muchas “restricciones
inyectivas”. Una de ellas (llamada “su restriccion principal™) es la que tiene como “dominio” el
intervalo [0 , 7], donde la funcién decrece de 1 a —1 sin repetir valores. “Su inversa” es y =
arc cos x.

12) La funcion y = tag x (x en radianes) “no es inyectiva” en su dominio. Pero tiene muchas

“restricciones inyectivas”. Una de ellas (llamada “principal”) es la que tiene como “dominio” el
intervalo (= /2, /2). donde la funcién crece de —o0 a +o0. “Su inversa” es y = arc tag x.

13) La funcién y = arc sen x “es inyectiva” en [—1 ., 1] v “su inversa” es la funcién y = senx
restringida al intervalo [—m/2 , w/2].

14) La funcién y = arc cos x “es inyectiva” en [—1, 1]y “su inversa” es la funciéon y = cos x
restringida al intervalo [0 , 7].
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15) La funcidén y = arc tag x “es inyectiva” en R y su inversa es y = tag x restringida al
intervalo (—m/2 , 1 /2).

16) La funcion y = [x| “no es inyectiva” en R, luego no tiene inversa. Tiene muchas “restriccio-

nes inyectivas”, pero no tienen mayor interés, pues son restricciones de la funcion y = x o de la

funcion y = —x.

Nota 1: El conocimiento de “las inversas” y de “los recorridos” de las funciones basicas nos

permiten en la practica despejar la incognita en una ecuacién de la forma f(x) = k. siendo f una

funcién basica “inyectiva” y k un valor real de “su recorrido” (que estara en “el dominio” de su
“inversa”). En efecto, si es , con k en el “recorrido” de f, le aplicamos f~* a ambos
miembros de la anterior igualdad y usamos la propiedad de que la composicién de f con f~1 es

la funcidén identidad i, del conjunto A (funcién que convierte todo elemento de A en si mismo),
obteniendo |(f~1o f)(x) = iy(x) = x = f~1(k)| con lo cual tenemos x despejada como x =

f1(k).

Por ejemplo: Tenemos x> = 30 y queremos despejar x. La funcion f(x) = x5 es una funcién

basica “inyectiva” y su “recorrido” es todo R, con lo cual 30 esta en el mismo, luego la ecuacion

dada cumple los dos requisitos dichos anteriormente para la ecuacion f(x) = k. Y como “la in-
versa” de f(x) = x5 es f1(x) = Vx, se tendrd x = Y30 =1"9743....

Otro ejemplo: Tenemos sen x = 0’3 y queremos despejar x. Sabemos que f(x) = senx de

“dominio” R no es una funcién basica “inyectiva”, pero si lo es “su restriccién” al intervalo
[—m/2,m/2]. de modo que la funcién arc sen x es “su inversa”. Ademas 0’3 est en el “re-
corrido” de la funcidn seno con esa “restriccion”, que es el intervalo [—1, 1]. Por tanto, resultar

x = arc sen 0'3 = 0°3046... (calculo en modo radianes), siendo este el tnico valor de x del in-
tervalo [—m/2,1/2] que cumple la ecuacion dada.

Ahora bien, sabemos que hay otros infinitos x con el mismo valor del seno (por la “periodicidad”

de la funcion f, de periodo 2m), luego en este caso hay infinitas soluciones de la ecuacién dada,
que son:

x = arc sen 0'3 + 2kn] = 0°30469...+ k - 6°28318... (k entero positivo, negativo o cero)

Nota: Si la ecuacién dada hubiese sido sen x = k ., con k no perteneciente al intervalo [—1,1],
no podria aplicarse el método anterior porque k no pertenece al “recorrido” de la funcién seno.
Pero en este caso la ecuacion dada se ve que es absurda y por tanto no tiene solucion.

Operaciones entre funciones

Dadas dos funciones reales de una variable real, podemos definir nuevas funciones operando con
ellas.

Supongamos que las funciones sean y = f(x) e y = g(x). Llamaremos Dom(f) y Dom(g) a
sus respectivos “dominios” y supongamos que estos dominios tengan puntos comunes (inter-
seccion no vacia).
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Entonces el conjunto D “interseccion” de ambos “dominios” (puntos comunes entre ambos), pue-
de tomarse como “dominio” de cuatro nuevas funciones que representaremos por f + g, f — g.

g—fvf-g:
La “funcion suma f + g”, para cada x de D, da la imagen f(x) + g(x).

La “funcion diferencia f — g”, para cada x de D, da la imagen f(x) — g(x).

La “funcion diferencia g — f”, para cada x de D, da la imagen g(x) — f(x).

La “funcion producto f - g”, para cada x de D, da la imagen f(x) - g(x).

Obsérvese que los puntos de D son los tinicos x para los cuales existen a la vez los valores f(x)
y g(x), con lo cual podemos sumarlos, restarlos o multiplicarlos. Si D fuese vacio (caso en que
los “dominios” de las dos funciones carezcan de puntos comunes), ninguna de las funciones ante-
riores podra existir.

En resumen:

Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(g = f) = Dom(f - g) = Dom(f) n Dom(g)

, . .y . . ., X .
Ademas puede definirse en D “la funcién cociente f/g” mediante la expresion y = % , siem-
pre que la funcién del denominador no se haga cero. Por tanto, su “dominio” en general sera el

conjunto que resulte de quitarle a D los puntos donde g(x) = 0.

O sea: Dom(f/g) = [Dom(f) N Dom(g)] — {x : g(x) =0}

E igualmente puede definirse en D “la funcién cociente g/f” mediante la expresion y = % s

cuando el nuevo denominador no se haga cero. Por tanto, su “dominio” en general sera el conjunto
que resulte de quitarle a D los puntos donde f(x) = 0.

O sea: Dom(g/f) = [Dom(f) N Dom(g)] — {x : f(x) = 0}

En cualquier caso, se supone que el “dominio” de la operacion que se realice tiene que ser no va-
cio. Si algun “dominio” fuese vacio, la funcidén correspondiente no existird. Por ejemplo: No

existen las funciones suma, diferencias, producto y cocientes de f(x) = vV—xy g(x) =Ilnx, ya
que el “dominio” de la primera es (—oo, 0] y el “dominio” de la segunda es (0, +0), siendo la
interseccion de ambos vacia (no tienen puntos comunes).

., . . sen x
Nota: La funcidn tangente es el cociente de las funciones seno y coseno ( tan x = P ) por lo

cual podriamos no haberla incluido entre las funciones bésicas, pero es tan importante que se jus-
tifica plenamente haberla incluido en la lista correspondiente, junto con su inversa arco tangente
(ambas se usan muchisimo y sus valores estan en las calculadoras cientificas, en modo grados que

aqui no nos interesan y en modo radianes).

Ejemplos de operaciones:

Nos dan las funciones y = Inx e y = v2 — x, cuyos “dominios” son respectivamente (0, +0)
y (—0, 2], los cuales tienen interseccion D = (0, 2] . Tenemos: Lasumay = Inx + V2 — x , la
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diferencia y = Inx — V2 — x, la otra diferencia y =v2 —x —Inx y el producto y =Inx -

. .. , . . Inx

V2 — x (todas son funciones con “dominio” D). Ademas tenemos la funcioén cociente y = —

113 LT .7 . V2—x “ T
con “dominio” D — {2} = (0, 2). Y tenemos la otra funcién cociente y = <. con dominio

D—{1}=(.1Hud.2].

Nota 1: El “dominio” de y = V2 — x es (—, 2] porque para que exista el valor de la raiz como
numero real tiene que cumplirse la inecuacion 2 — x = 0, con lo cual ha de ser x < 2.

Nota 2: El producto y el cociente de dos funciones “pares” daran otras funciones “pares” en sus
respectivos dominios. Igualmente, el producto y el cociente de dos funciones “impares” daran
también funciones “pares”. Pero el producto y el cociente de una funcion “par” y una funcién
“impar” daran nuevas funciones “impares”.

Por ejemplo, la funcion seno es “impar” en R y la funcion coseno es “par” en R, con lo cual la

.y . . . b 3 51
funcion tangente (que es su cociente) resulta funcion “impar” en R — {i P }

B

Ya mencionamos en la pag. 8 que la llamada “funcién reciproca” de y = f(x) eslafunciéon y =
1
f)
seccion de R con el “dominio” de f (que nos dara siempre el “dominio” de f) menos los puntos

(cociente de la funcion constante 1 entre la funcion f), cuyo “dominio” serd entonces la inter-

de dicho “dominio” donde se cumpla f(x) = 0.

Casos particulares importantes de “funciones reciprocas’:

. il ..
La “reciproca”de y =x,quees [y = 7, con “dominio” R — {0}

1 .
113 4 ”» — 2 _ 113 i3
La “reciproca” de y = x*, que es [y = —, con “dominio” R — {0}

La “reciproca” de y = sen x , que es [y = cosec x| (funcién cosecante) cuyo “dominio” es R —
{0,+m,+2m,+3m, ...} (pues sen x se anula en esos valores eliminados)

La “reciproca” de y = cosx , que es y = secx] (funcion secante) cuyo “dominio” R —

T 3 51 ..
{i 2 + > + > } (pues cos x se anula en los valores eliminados)

La “reciproca” de y =tanx , quees [y = cotan x| (funcién cotangente) con “dominio” R —
{0, +m,+2m,+3m, ...} (pues tan x se anula en los valores eliminados)

Composicion de funciones

Dadas las funciones reales de una variable real f y g, no s6lo se pueden considerar las funciones

suma (f + g), diferencias (f — g y g — f), producto (f - g) y cocientes (f /g y g/f). También
pueden considerarse otras dos operaciones con las funciones dadas:

a) Una es “la compuesta de f con g”, representada por g o f (este es el orden en su escri-
tura, pero se lee “f compuesta con g”), y definida como (g o f)(x) = g[f(x)], para
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todo x de su “dominio”, a determinar (ya vemos por qué se escribe go f yno fog).
O sea, que se le aplica la funcién g a la imagen f(x): f actia primero y luego acttia g.

b) Otraes “la compuesta de g con f”, representada por f o g (este es el orden en su escri-
tura, pero se lee “g compuesta con f”), y definida como (f o g)(x) = f[g(x)], para
todo x de su “dominio”, a determinar. O sea, se le aplica la funcién f a la imagen g(x):
g actia primero y luego actia f.

En ambos casos se habla de la operacidén “composicion” de las dos funciones. Asi como habia
dos diferencias y dos cocientes, en general hay dos “compuestas” segiin el orden en que se

opere (las cuales normalmente seran distintas).

Ejemplo: Dadas f(x)=x? y g(x)=cosx, tenemos (geof)(x)=glf(x)]=gx?) =
cos(x?). Y también tenemos (f o g)(x) = flg(x)] = f(cos x) = (cos x)? = cos? x.

Obsérvese que en este caso (y en muchos mas) resultan diferentes gof y f o g . Asi, por
ejemplo, para x = /2 es

geof) (g) = cos (HTZ) =—07812... y (feg)(m/2)= COSZ(T[/Z) =02=0

O sea, para un mismo x dan resultados diferentes, luego son funciones diferentes.

(Cual sera el “dominio” de “la compuesta g o f? Pues sera el conjunto de todos los elementos

x del “dominio” de f para los cuales su imagen f(x) esté en el “dominio” de g. En efecto,
necesitamos que x esté en Dom(f) para que pueda existir la imagen f(x); pero también nece-
sitamos que esta imagen esté situada en Dom(g) para que podamos aplicarle la funcién g a la

misma y exista finalmente g[f (x)].

De un modo analogo, el “dominio” de “la compuesta f o g” estard formado por todos los ele-

mentos x del “dominio” de g para los cuales su imagen g(x) esté en el “dominio” de f.

El “dominio” de alguna “compuesta” puede resultar vacio, en cuyo caso dicha “compuesta” no

existira.

Ejemplo: Sea la funciéon y = In(—2 + sen x) donde podemos llamar g(x) = Inx, asi como
f(x) = =2+ sen x, con lo cual la funcién dada sera “la compuesta de f con g” : En efecto,

(g° ) =glf()] =g(=2 +senx) = In(=2 + senx)

Entonces su “dominio” estara formado por todos los elementos x del “domino” de f (todos los
reales) para los cuales f(x) esté en el “dominio” de g (los reales positivos). O sea, tendria que
cumplirse la inecuacién |-2 + sen x > 0], equivalente a [sen x > 2|, lo cual es imposible porque

el “recorrido” de la funcién seno es el intervalo [—1,1]. Por tanto, el conjunto solucion de la
inecuacion anterior es @ (vacio) y entonces esa funcion dada no existe.

Ejemplo de célculo de “dominios” de dos funciones compuestas:
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Dadas f(x) = vx y g(x) = arc sen x, las dos compuestas son:
(go ) =glf(x)] = g(ﬁ) = arc sen/x
(f e 9)(x) = flg(x)] = f(arc sen x) = Varc sen x

Veamos “el dominio” de la primera:

Dom(g ° f) = {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)} = {x € [0, +) : Vx € [-1,1]}

Si consultamos la grafica de y = +/x (que esta en la Seccion 2.2), veremos que los tnicos x que
cumplen la condicién —1 < +/x < 1 son los del intervalo [0, 1]. En conclusién: “El dominio”
de g o f es dicho intervalo [0 , 1].

Dicho en forma mas sencilla e intuitiva: Como queremos que exista (g of)(x) = arc sen+/x,

podemos decir: “la funcién externa (arc sen x) le exigira a la funcién interna (vx) que esté

en su dominio”. Por tanto, tendra que ser —1 < +/x < 1, cuya solucién se obtiene mirando
qué parte de la grafica de y = v/x (la cual es media parabola horizontal que abre hacia la
derecha partiendo del origen y situada toda en el primer cuadrante) queda entre las rectas
horizontales y = —1 e y = 1, viendo que es el tramo correspondientea 0 < x < 1.

Nota importante: Lo anterior es lo que se llama “resolucién grafica de inecuaciones donde
intervienen funciones basicas” (en este caso interviene y = /x ), para lo cual es fundamen-

tal conocer las graficas de todas ellas, que aparecen en la Seccién 2.2 de esta pagina web).

Calculemos ahora “el dominio” de la otra funcién compuesta:

Dom(f o g) ={x € Dom(g) : g(x) € Dom(f)} ={x € [-1,1] : arc sen x € [0,+x)}

Si consultamos la grafica de y = arc sen x (también en la Seccion 2.2), veremos que los tnicos

X que cumplen la inecuacion son los del intervalo [0, 1]. Conclusion: “El domi-
nio” de f o g es dicho intervalo [0, 1].

Dicho en forma mas sencilla e intuitiva: Como queremos que exista (f e g)(x) = varc sen x ,

podemos decir “la funcién externa (vx ) le exigira a la funcién interna (arc sen x) que esté en su
dominio”. Por tanto, tendra que ser arc sen x = 0, cuya solucion se obtiene mirando qué parte

de la grafica de y = arc sen x queda por encima del eje OX o sobre dicho eje, viendo que es el
tramo correspondientea 0 < x < 1.

Nota: Aunque “los dominios” de las dos compuestas del ejemplo anterior sean iguales, dichas

funciones no son la misma. En efecto, las expresiones finales de ambas son diferentes; luego
para un mismo x daran en general imagenes diferentes. Por ejemplo, para x = 1/2, la compuesta

g ° f nos da la imagen /4 y la otra compuesta nos da imagen /7/6 :

arc sen(,/l/Z) =arcsen(z2/2) =n/4 ; \/arc sen(1/2) = \/n/6

Ademas hay muchos ejemplos, como los dos que siguen, donde resultan diferentes “los dominios”
de las compuestas obtenidas cambiando el orden de las dos funciones:
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Dadas f(x) = e* y g(x) = arc cos x, las dos compuestas son:
(g ° ) = glf (0] = g(e*) = arccos(e”)
(f e 9)(x) = flg(x)] = f(arccos x) = e*c**
Veamos “sus dominios™:
Dom(g o f) = {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)} ={x €R : e* € [-1,1]}

Si esbozamos la grafica de y = e* (ver Seccion 2.2), veremos que los tinicos x que cumplen la
condicion —1 < e* < 1 son los del intervalo (—oo, 0]. Conclusioén: “El dominio” de g © f es

dicho intervalo (—0, 0].

En forma mas sencilla e intuitiva: Como queremos que exista (g of)(x) = arc cos(e*) , la
funcién externa (arc cos x) le exigira a la funcién interna (e*) que esté en su dominio. Por
tanto, tendra que ser —1 < e* < 1, cuya solucién grafica se obtiene mirando qué parte de
la grafica de y = e* queda entre las rectas horizontales y = —1 e y = 1, lo cual ocurre en el
tramo que queda a la izquierda del eje OY, incluyendo el corte con dicho eje; o sea, cuando
seax < 0.

El otro “dominio” es:
Dom(f o g) ={x € Dom(g) : g(x) € Dom(f)}={x € [-1,1] : arccos x € R}

Ahora la condicion que tiene que cumplirse es que arc cos x sea un niumero real, lo cual es siem-

pre cierto si se toma x en el intervalo [—1, 1]. Conclusion: “El dominio” de f o g es [—1,1].

En forma mas sencilla e intuitiva: Como queremos que exista (feg)(x) = e “€°$* la funcion

externa (e*) le exigira a la funcion interna (arc cos x) que esté en su dominio. Por tanto, tendra
que ser arc cos x un numero real cualquiera (pues el dominio de e* es R), lo cual se cumple si x
esta en el dominio del arco coseno, que es [—1,1].

Ejemplo en que existe una de las “compuestas” y no existe la otra: Si tomamos f(x) = —x? y
g(x) =Inx , la funciéon compuesta (g o f)(x) = g[f(x)] = In[f(x)] = In(—x?) no existe
pues su dominio es @ (—x? es siempre negativo o cero y entonces su logaritmo no existe en R).
En cambio, la funcion (f o g)(x) = flg(x)] = —[g(x)]? = —(Inx)? si existe pues su dominio
es el de la funcién In x , que es (0, +00) (el cuadrado de cualquier nimero real siempre existe en
R).

Propiedades de la “composicion” de “funciones reales de una variable real”:

1) Sif.gyh son funciones de modo que “el recorrido” de f esté contenido en “el dominio”

de g (escrito Rec(f) € Dom(g)) y “el recorrido” de g esté contenido en “el dominio”
de h (escrito Rec(g) € Dom(h)), se tiene |ho(gef) = (hog)ef].O sea, “la com-
puesta previamente hallada de f con g” compuesta a su vez con h (primer miembro de la
igualdad) coincide con la compuesta de f con “la compuesta previamente hallada de g
con h” (segundo miembro de la igualdad).
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2) La funcién “identidad” de un conjunto A (la cual convierte todo elemento de A en si
mismo), que podemos llamar i, , cumple iy o f = foi, = f], para toda funcién f de

3

‘dominio” A y “recorrido” A (iy se llama “elemento neutro” de la “composicion” de
funciones de “dominio” A y “recorrido” A).

3) Sila funcién f es “inyectiva” de “dominio” A y “recorrido” B, con lo cual existe f~* de

“domino” B y “recorrido” A, se tiene y también se tiene |f o [T = ip).

4) Si dos funciones son “inyectivas” v “el recorrido” de f coincide con “el dominio”
de g, no solamente existe “la compuesta de f con g”, sino que esta funcion compuesta
también es “inyectiva” v “su inversa” es la compuesta en orden invertido de las dos
“inversas” de f v de g. O sca, se tiene que [(go f) ™1 =f1ogl.

Nota importante: Estas propiedades nos permiten despejar la funcién g(vy) en una ecuacidén que

sea del tipo f[g(y)] = h(x), con f “inyectiva” de “dominio” A y “recorrido” B, aplicando f~*
a ambos miembros de dicha ecuacidn para obtener la expresién [g(y) = £~ 1[h(x)]. (Esto suele
llamarse “eliminacion de la funcidon f en la ecuacidon dada” y se usa mucho en el “calculo de
inversas de funciones elementales” que veremos a partir de la pag. 22). En efecto, el primer
miembro de la ecuacion dada pasara a ser
fHflgO = e Hlg] = ialgM] = g

(Se supone que “el recorrido” de la funcion g estd contenido en “el dominio” A de la funcién f,
para poder hablar de la compuesta f[g(y)] v ademas “el recorrido” de la funcién h estara

contenido en “el dominio” B de f~* . para que pueda existir la compuesta f~*[h(x)]).

Funciones elementales

Se llaman “funciones elementales” a todas las “funciones reales de una variable real” que cum-
plan las siguientes condiciones:

1) Que estén definidas “en forma explicita” (con la variable dependiente despejada)

2) Que les baste para su definicion una unica ecuacion de la forma y = E(x), donde el
segundo miembro represente alguna expresion con la Unica variable x, la cual puede ser
una constante (quedan excluidas entonces las funciones que requieran mas de una ecua-
cion para ser definidas, las cuales se llaman “funciones definidas a trozos” las cuales
veremos mas adelante).

3) Que la expresion y = E'(x) mencionada deba corresponder a una funcién basica o bien
ser el resultado de operar con un niumero finito de funciones basicas (las operaciones
pueden ser una combinacion de todas o de algunas de las que vimos anteriormente: sumar,
restar, multiplicar, dividir y componer).

En particular, todas las funciones “basicas” son “elementales” (son las “elementales” mas sen-
cillas).
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Pero por “elemental” no debe entenderse “sencilla”, porque las hay muy complicadas (todo
depende de cuantas y cuales funciones basicas se hayan combinado mediante operaciones y de
cuales sean dichas operaciones).

_In(x?+1)+3Vx—3
— arc sen x

cilla”. En efecto, esta definida en forma explicita por esa unica expresion y = E(x) dada y

Ejemplo: Una “funcion elemental” es la que viene dada por [y , que no es “sen-

ademas dicha expresion es el resultado de sumar la “funcién compuesta” g(x) = In(x? + 1)

.7 3 o e Je . .7 ;e
con la “funcién compuesta” h(x) = ¥Vx — 3 y luego dividir dicha suma por la funcién basica
m(x) = arc sen x . Y a su vez, g(x) proviene de componer la suma de dos funciones basicas
con la funcién basica In x y h(x) proviene de componer la diferencia de dos funciones basicas

.7 . 3 . . y e
con la funcion béasica i/x . Todo son operaciones con “funciones basicas”.

3

‘El dominio” de cualquier “funcién elemental” se obtiene entonces aplicando las reglas que dimos
para “los dominios” de sumas, diferencias, productos, cocientes y compuestas (ver las pags. 12,

y 14). Pero para ello hay que conocer perfectamente los “dominios” y “recorridos” de todas las
“funciones basicas” (pag. 9).

Ejemplo: “El dominio” de la funcion elemental y = f(x) del ejemplo anterior se obtiene hallan-

do inicialmente la interseccion de “los dominios™ de las tres funciones g(x). A(x) y m(x). “El
dominio” de g(x) es todo R (porque x? + 1 es siempre mayor que cero, que es lo que nos exige
la funcion externa In x); “el dominio” de /(x) también es R (pues se trata de una raiz de indice
impar de un polinomio, la cual existe siempre), y “el dominio” de m(x) es [—1, 1], luego dicha

interseccion de “los tres dominios” resulta ser el intervalo [—1 . 1]. Pero, ademas. habra que quitar

de este intervalo el valor x = 0, por ser el unico que hace cero la funcién del denominador. Asi,
“el dominio” de f(x) resultaser [—1,1]—{0}=[—-1,0)U (0,1].

x3-1

X
— arc cos (—)

Otro ejemplo mas complicado: Hallar “el dominio” de la funcion y = P

x2+x—-6

x3-1

y h(x) = arc cos (i) ,

Llamamos y = f(x) ala funcién dada, llamando g(x) = —

x2+x—-6

con lo cual f(x) = g(x) — h(x) . Entonces [Dom(f) = Dom(g) n Dom(h)|.

Hallemos Dom(g): La funcién g es una “compuesta”, luego la funcién externa (v/x ) le exigira a

3 3
- x°-1

>0
24x—6

e, x°—=1 , .. ,
la funcion interna (x2+x_6) que esté en “su dominio”. Por tanto, tendrd que ser

Resolviendo esta “inecuacion racional” (ver Seccion 1.3) resulta como “conjunto solucion” de la
misma (=3 ,1] U (2, +0). Luego, este es “el dominio” de g.

Hallemos Dom(h): Al ser h otra “compuesta”, tenemos que la funcioén externa (arc cosx) le

e, c, . X , .. , X
exigira a la funcion interna (ﬁ) que esté en “su dominio”. Tendra que ser|—1 < — < 1]. Pero

aqui tenemos un sistema de dos “inecuaciones racionales” simultdneas: [a primera inecuacion

X . . .y X . . .y
-1< -, tiene “conjunto solucion” (—,5). Y la segunda oS 1 tiene “conjunto soluciéon”

(=, 5/2]U (5,4). Con lo cual, el conjunto solucién del sistema de las dos inecuaciones
sera la interseccion de los dos conjuntos anteriores (se obtienen asi los x que cumplen las dos
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inecuaciones a la vez, que son los que buscamos). Resulta dicha interseccion (—oo ,5/2], luego

este intervalo es “el dominio” de la funcion h.

Finalmente, “el dominio” de f serd (como habiamos dicho) la interseccién de los dominios de

y de h, resultando (=3 ,1]U (2,5/2].

(Para ver cualquier interseccion conviene representar graficamente los dos conjuntos en la recta
real con rayados diferentes o colores diferentes y ver donde se superponen).

LO MENOS QUE SE PUEDE SABER DE “UNA FUNCION ELEMENTAL” ES “SU DOMI-
NIO”, ASf QUE NORMALMENTE SE EXIGE DESTREZA EN SU DETERMINACION.

Nota: Ver la Seccion 2.3 (“Clasificacion de las funciones elementales”), donde dichas funciones
reciben nombres especiales, seglin las funciones basicas que intervengan y las operaciones que

las combinen.

Las funciones hiperbolicas

Unas “funciones elementales” muy importantes son el “seno hiperbdlico”, el “coseno hiperbo-
lico”, la “tangente hiperbdlica” y sus “tres inversas”.

Son las siguientes:

eX—e™*

y=shx= > (funcién “seno hiperbolico”)

eX+e™* ., . Ly
y=chx = — (funciodn “coseno hiperbolico”)

X_ =X
y=thx= i (funcidn “tangente hiperbolica”)

eX+e™*

Todas tienen “dominio” R; el “recorrido” de v = shx es R, el “recorrido” de y=chx esel
intervalo [1,4+0) y el “recorrido” de v = th x_es el intervalo (—=1,1).

Las funciones y = shx e y = th x son “impares”, cumpliéndose sh(0) = 0 y th(0) = 0 (sus

graficas, simétricas respecto al origen y pasando por ese punto, quedan en el primer cuadrante y
en el tercer cuadrante del sistema de coordenadas; ademas la grafica de y = th x queda entre las
rectas y = —1 e y = 1, que son sus “asintotas horizontales™). Y la funcion y = ch x es “par”,
cumpliéndose ch(0) = 1 (su grafica, simétrica respecto al eje OY, queda en los cuadrantes pri-

mero y segundo, pues la funcién solamente da valores positivos; se llama “catenaria” y se parece
a una parabola vertical de vértice (0, 1) muy abierta hacia arriba). (La forma de una cadena col-
gando de dos postes es muy parecida a un arco de dicha curva, que por eso se llama “catenaria”).

Las identidades principales que cumplen las “funciones hiperbolicas” son |ch2x — sh®x = 1| y
thx =

sh x|
ch x|

, facilmente demostrables al sustituir las expresiones de ch x, sh x y th x.
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Adelantandonos a lo establecido en la Seccién 3.1, pero usando conocimientos de la Ensefianza
Media, tenemos que la “funcién derivada” de y = shx es [y’ = ch x| y la “funcién derivada”
de y=chx es (comprobables facilmente a partir de sus expresiones iniciales). Por

’ 1

tanto, la derivadade y=thx es [y’ = =1 th2x| (basta derivar el cociente shx/chx y

aplicar la identidad ch?x — sh?x = 1).

Se demuestra que “la inversa” de y = sh x es la funciéon y = In(x + Vx2 + 1) , de “dominio”
. . . 1 . .
Ry “recorrido” R, siendo su derivada [y’ = —— en todo R (es muy importante para el calculo

de ciertas integrales). Esta inversa se escribe [y = arg sh x| y se llama “argumento seno hiper-
bélico”.

También se demuestra que “la inversa” de y = ch x , restringida al intervalo [0, 400) con lo cual

es “inyectiva” y su “recorrido” sigue siendo [1,4) . es la funcion y = In(x + Vx2 — 1) , de
.. . . . 1
“dominio” [1,4+0) y “recorrido” [0, +o0), siendo su derivada [y’ = = en( 1,+400) (tam-

bién es muy importante para el calculo de ciertas integrales). Esta inversa, de un modo anélogo,
se escribe [y = arg ch x| y se llama “argumento coseno hiperbolico”.

Nota: La funcién y = ch x de dominio R no es “inyectiva” por ser “par”, por lo cual hay que
tomar “su restriccion” al intervalo [0, +0) o “su restriccion” al intervalo (—oo , 0] para tener una
“inversa”. Normalmente se toma la primera restriccion, de dominio los nimeros no negativos y

su “inversa” es la mencionada.

., . ., 1+x] ..
Se demuestra también que “la inversa” de y = th x es la funcién [y = In /E , de “dominio” el

intervalo (—=1,1) y “recorrido” R, siendo su funcion derivada [y’ = — (que también se usa

en calculo integral). Esta inversa se escribe y se llama “argumento tangente hiper-
bolica”.

Otros tipos importantes de funciones reales de una variable real

Aparte de “las funciones elementales”, tenemos “las funciones definidas a trozos” y “las funcio-
nes implicitas”.

1) Las “funciones definidas a trozes” son funciones definidas en forma explicita, pero
requieren mas de una ecuacién del tipo y = E'(x) (a veces se usa una ecuacion del
tipo anterior y un valor dado aparte o varios valores dados aparte, y otras veces se

usan dos 0 mas ecuaciones del tipo anterior, con valores dados aparte o no). Fre-
cuentemente estas funciones se apoyan en varias “funciones elementales”, las cuales
actuaran normalmente “restringidas” a ciertos intervalos, que deben quedar indica-
dos en la definicion de la “funcién definida a trozos”.
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e*, six<0

Ejemplo: Una funcién “definida a trozos” es y = 3, si2<x<4
Inx, six=>10

Su dominio es (—o0,0] U (2,4) U [10,40). Y las “funciones elementales” en que se apoya su
definicion son: La funcidén exponencial y = e* restringida al intervalo (—oo,0]; la funcion
constante y = 3 restringida al intervalo (2,4), y la funcion logaritmica y = In x restringida al
intervalo [10, +0).

Pero hay casos (que no trataremos) en que la definicién de la “funcién a trozos” es mas compli-
cada (no basada unicamente en la consideracion de ciertos intervalos).

Por ejemplo, una “funcion definida a trozos” de dominio R con definicidén no basada en intervalos
es: f(x) =1 si x es nimero racional y f(x) = 0 si x es nimero irracional (recordemos que en

cualquier intervalo hay infinitos niimeros racionales e infinitos niimeros irracionales intercalados,
luego esta definicion no tiene relacion con intervalos).

2) Y las “funciones implicitas” (reales de una variable real) son aquellas que sola-
mente puedan definirse mediante ecuaciones del tipo E(x,y) = 0, que no tengan

la variable dependiente despejada (ni que pueda despejarse).

Si una funcién viene dada por una sola ecuacién en que la variable dependiente no esté despejada,

pero la misma se pueda despejar, debe considerarse como una “funcién elemental” y no como
una “funcién implicita” (se diria que “la han dado en forma implicita” pero no es una “funcién
implicita”). Ver el Ejemplo 3 méas adelante.

Ejemplo 1: Una “funcion implicita” es la que queda definida por la ecuaciéon

byS — 3x + 8y = 10|

cuando hayamos dado un punto que la cumpla (si ademas se dan determinadas condiciones adicio-

nales que se veran en la Seccidn 6.6 y que aqui omitiremos). Pedimos que como minimo haya un
punto de coordenadas reales que cumpla la ecuacién dada, pues de lo contrario podria no existir

la “funcidn real de una variable real” que pretendemos definir con esa ecuacidon, como ocurre con

la ecuacion x? + y2 + 1 = 0 que no es satisfecha por ningtin punto del plano, puesto que siendo
x e y reales no podra cumplirse que x2 + y2 = —1 (ndtese que si despejasemos la variable y se

obtendrian dos funciones que son complejas imaginarias, las cuales son: y =vV—-1—x2 =

Vi+x2-iey=—vV-1—x2=—V1+x2-i).

Obsérvese ahora que en la ecuacién dada al principio no puede despejarse la variable depen-
diente y (porque es una ecuacion de 5° grado en dicha variable que incluye dos potencias distintas
de la misma, y se sabe que no hay manera de obtenerla como si ocurre con una ecuacion de se-
gundo grado). Sin embargo, vemos que el punto de coordenadas (—1, 1) cumple la ecuacién dada,
lo cual significa que si llamamos f a la “funcién implicita” que suponemos asociada a ese punto
sera f(=1) = 1. (Estamos suponiendo que esa funcion existe porque se estan cumpliendo ademas
las condiciones que se veran en la Seccion 6.6). Es decir, que la grafica de esa “funcién implicita”
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definida por la ecuacion dada inicialmente, incluye a ese punto (—1,1) y a muchos otros, todos

los cuales cumpliran esa ecuacion.

Nota: En este mismo ejemplo podriamos dar otro punto que cumpla la ecuacion dada, pudiendo
ser otra la “funcion implicita” asociada a ese nuevo punto. (Por ejemplo, el punto (—=10/3,0)
también la cumple, asi como el punto (—6/29,2) y muchos mas).

En efecto, todos los puntos que cumplan la ecuacion dada suelen formar “una cierta curva en el

plano”, la cual puede ser cortada por rectas verticales en varios puntos; por tanto, en ese caso, esa
curva no sera la grafica de una sola “funcién implicita”, sino mezcla de las graficas de varias
“funciones implicitas”. Pero, para que esto ocurra es esencial que la ecuacion dada se cumpla
para muchos puntos del plano (asi, la ecuacion x2 + y2 = 0 se cumple inicamente para el punto

(0,0) y por ese motivo no define ninguna “funcién real de una variable real” que no sea la trivial
que da valor cero para el unico punto x = 0 de su “dominio”).

Ejemplo 2: La ecuacién x2 + y? = 1 la cumplen todos los puntos de una circunferencia de centro
el origen y radio 1, la cual no es grafica de una sola funcidn, sino que es la mezcla de las graficas

de las funciones: y = +V1 — x? (cuya grafica es la mitad superior de dicha circunferencia) e y =

—V1 — x?2 (cuya grafica es la mitad inferior de la misma circunferencia). En este caso, la variable
dependiente ha podido despejarse, obteniendo dos funciones que son “elementales” y no deben
llamarse “implicitas” (pero ambas estan incluidas en la expresion x? + y? = 1). Si damos, por
ejemplo, el punto (0,1) de la circunferencia, la funcion que le corresponde es la primera dada

anteriormente (porque el punto tiene ordenada positiva). Y si damos, el punto (\/E /2,—2/ 2)
de la circunferencia, la funcion que le corresponde es la segunda dada (porque el punto tiene or-
denada negativa). Pero si diésemos otro punto con ordenada negativa que cumpla la ecuacion
x% +y? =1, la funcién que le corresponderia serd también esta ultima; luego puntos distintos
dados pueden corresponder a funciones distintas o a la misma funcion.

Ejemplo 3: La funcién definida por la ecuacién xy3 — 3x = 7 parece “implicita” pero no lo es,

: : : ., 3 ’3 +7 ,
pues podemos despejar la variable dependiente, obteniéndose: y = xx (se trataria entonces

“una funcion elemental”, cuyo dominio es R — {0} , pero que estaba “definida implicitamente”

por la ecuacion dada al comienzo).

Calculo de inversas de funciones elementales

Suponiendo que una “funcion elemental” y = f(x) sea “inyectiva”, ;coOmo se obtiene la expre-
sidén explicita de “su inversa”, suponiendo gue la misma sea también una “funcién elemental”?

Se hace en dos etapas:

1) Habra que sustituir, en la expresion dada, la variable “dependiente” por la “independiente”, y

viceversa. En efecto, en la “funcion inversa” se corresponden los mismos valores reales, pero al
revés: Los que eran de partida (valores antiguos de x) ahora seran de llegada (valores de la nueva
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y) y los que eran de llagada (valores antiguos de y) ahora seran de partida (valores de la nueva
x). Asi tendremos una expresion de la “funcion inversa”, que tendra la forma x = f(y). Sin em-

bargo, esta expresion no tiene la “variable dependiente” despejada, aunque suponemos que puede
despejarse (porque suponiamos desde el principio que la “funcidn inversa” es también “elemen-
tal”).

2) Para obtener la “expresion explicita” de la “funcién inversa”, habra entonces que despejar la
“variable dependiente” en la ecuacién x = f(v) que habiamos obtenido en el paso anterior (de
una forma directa, como se ve en el Ejemplo 1 que sigue, o bien aplicando varias veces la nota de

la pag. 17 (“eliminacién” de una cierta “funcidn inyectiva” en una ecuacién, por aplicaciéon de su

“funcion inversa” a ambos miembros de la misma), llegando finalmente a ; = f~1(x)|. (Ver esto
en el Ejemplo 2).

Ejemplo 1: Calcular “expresion explicita” de “la inversa” de la funcion f definida por y = % ,
de “dominio” R — {—8}.

. . -2 ., ,
Empezamos cambiando las variables, con lo cual queda: x = h (expresion “no explicita” de “la

inversa”). Y ahora despejamos y en la ecuacion anterior:

y+8) x=y—2; yx+8x=y—-2; yx—y=—-8x—-2;y-(x—1)=—Bx+2)

8x+2

8x+2 8x+2
de donde tenemos finalmente: y = — 1 -

x—1 — 1—x

. Por tanto, sera |f~1(x) = — , CUyo

“dominio” es R — {1} (que sera entonces el “recorrido” de la funcién dada). Y como la funcién
dada tenia “dominio” R — {—8}, ese sera el “recorrido” de esta inversa obtenida.

Tenemos, por ejemplo, que f(2) = 0y también es £ ~1(0) = 2, como debe ser. Y si quisiésemos
que fuese f(x) = 1, resultaria la ecuaciéon absurda x —2 = x + 8, 0 sea —2 = 8, lo cual nos
confirma que el nimero 1 no pertenece al “recorrido de f.

También es f(5) = 3/13 y también es f~1(3/13) = 5, como debe ser. Y si quisiésemos que
fuese f~1(x) = —8, resultaria la ecuacion absurda 8x +2=—-8-(1—x),0sea2 = -8, lo
cual nos confirma que el nimero —8 no pertenece al “recorrido” de f 1.

Ejemplo 2: Calcular “expresion explicita” de “la inversa” de la funciéon y = 3/arc cos(2¥) + 4

. . 3 4
Empezamos cambiando las variables, con lo cual queda: x = y/arc cos(2Y) + 4 (“expresion no
explicita” de “la inversa”).

Y ahora despejamos la variable v de la ecuacion anterior, en varios pasos:

. g o .y . 3 . .
Primer paso: Escribimos la ecuacién equivalente x — 4 = y/arc cos(2Y) y ahora, “elimina-
mos” la funcidn raiz cubica (que es “inyectiva’), aplicando a ambos miembros “su inversa”, que

es la potencia de exponente 3, obteniendo la nueva ecuaciéon |(x — 4)3 = arc cos(2Y)|.

(En efecto, recuérdese la nota de la pag. 17 donde se explicaba que para “eliminar f en una
ecuacion de la forma f[g(y)] = h(x), con f “inyectiva”, se debe aplicar f "1 a ambos miembros

23 Anatael Cabrera de Armas



FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

de la ecuacién, obteniendo g(y) = f~[h(x)] ). Aqui, en la ecuacion y/arc cos(2¥) = x — 4 ,
f es la funcion raiz cubica, g(y) = arccos(2¥) y h(x) =x—4.

Segundo paso: Del mismo modo, para “eliminar” de la ecuacién anterior la funcidn arco coseno
(que es “inyectiva’), aplicamos a ambos miembros su inversa, que es cos x restringida al intervalo

0. 7], quedando la nueva ecuacién [cos[(x — 4)3] = 2%

Tercer paso: Por ultimo, para “eliminar” de la ecuacion anterior la funciéon exponencial de base 2

(que es “inyectiva”), aplicamos a ambos miembros su inversa, que es el logaritmo base 2, que-
dando finalmente [log,{cos[(x —4)3]} =1].

Por tanto, tenemos |f ~(x) = log,{cos[(x — 4)3]}, donde la funcion coseno tiene como domi-
nio el intervalo [0, 7]y no todo R.

Un caso particular de imégenes: Tenemos que f(—1) = 3/arc cos (1/2) +4 =3/n/3+ 4y
también tenemos f~1(3/m/3 + 4) = log,[cos(m/3)] = log,(1/2) = —1, lo cual indica que la
“funcion inversa” puede estar bien calculada.

Ejemplo 3: Calculemos la funcion “inversa” del “seno hiperbolico” (la cual ya fue mencionada
en la pag. 20).

X e—x

La funcidon elemental de partida es ahora y = £ , con lo cual cambiando las variables entre

ey_e_y

si nos queda |x = . Tenemos que despejar la variable dependiente y para lo cual escri-

2
bimos e” —e™ = 2x , multiplicando ambos miembros por e” obteniendo e2¥ — 1 = 2xe¥ ,

que es la ecuacion de segundo grado en e”: (e¥)? — 2x-e” — 1 = 0 . Por tanto, despejamos e”

obteniendo |ey = x + Vx? + 1], pero al ser la exponencial e¥ siempre positiva, solamente vale
la solucion e” = x + Vx2 4+ 1. Con lo cual se tiene finalmente b’ =In(x +Vx2 + 1)
la expresion de “la inversa” del “seno hiperbdlico” dada en la pag. 20.

, que es

(De un modo similar se demuestran las expresiones dadas en la pag. 20 para las “inversas” del
“coseno hiperbdlico” restringido al intervalo [0, +0) y de la “tangente hiperbolica”).

Valor absoluto de una funcion

El “valor absoluto” de una funcién y = f(x) es la nueva funcién y = |f (x)] resultante de “com-

poner” la funcién f (x) dada con la funcidn basica |x].

Asi, el “dominio” de | f(x)| serd el mismo “dominio” de f(x), porque el “dominio” de |x| es todo

R (con lo cual el “recorrido” de f(x) siempre estara contenido en dicho “dominio”). Y para

cualquier elemento x = a de ese “dominio”, la imagen dada por |f(x)| se obtendra hallando
primero la imagen que da f y luego hallando el valor absoluto de dicha imagen.

Por tanto, todas las imagenes del valor absoluto de una funcidén son niimeros positivos o cero.
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Ejemplos:

1) La funcién y = |x3| tiene “dominio” todo R (como el “dominio” de y = x3). Y la funcién y =
x3 da valores positivos, negativos y cero, pero y = |x3| dara solamente valores positivos y cero.
Por ejemplo, la imagen de x = 2 es 23| = |8] = 8; laimagen de x = —2 es [(—2)3| = |-8| =
8,y laimagen de x = 0 es |03 = |0] = 0.

2) La funcién y = |In x| tiene “dominio” (0, +0), igual que el “dominio” de y = In x. Pero esta
ultima también da valores positivos, negativos y cero, mientras que y = |In x| dara sélo valores
positivos y cero. Asi, su imagen para x = e3 es |In(e3)| = |3] = 3; suimagen para x = 1/e es
|iIn(e™1)| = |-1| = 1, y suimagen parax = 1 es |In1]| = |0] = 0.

Notese que las funciones y = |x?|, y = |3*| e y = |arc cos x| son idénticas a las mismas sin va-

lor absoluto, ya que dan solamente valores positivos o cero (por tanto, el valor absoluto no les
afecta).

Propiedades importantes del “valor absoluto de una funcién’:

1) El “recorrido” de y = |f(x)| incluye los mismos valores positivos del “recorrido” la funcion
y = f(x), si tiene alguno; incluye el valor cero si el “recorrido” de y = f(x) también lo incluye,
e incluye los opuestos de los valores negativos del “recorrido” de y = f(x), si tiene alguno. Asi,

el “recorrido” de v = |f(x)]| solamente incluye valores positivos y posiblemente el valor cero.

O sea, siun punto P (a, b) esta en la graficade y = f(x) y es b = 0, dicho punto también estara
en la graficade y = |f(x)|. Pero siun punto P (a, b) estd en la graficade y = f(x) y es b nega-
tivo, el punto P no estara en la grafica de y = |f (x)[. estando en su lugar en dicha grafica el punto
simétrico de P respecto al eje OX, que es el punto P’(a .—b).

Dicho de otro modo: Cuando se aplica la funcidén valor absoluto a una funcidén cualquiera f (x),

los puntos de la grafica de f(x) que estuviesen por encima del eje OX o que estuviesen sobre

dicho eje, quedan intactos, v los puntos de la grafica de f(x) que estuviesen por debajo del eje

OX, pasan a estar por encima de dicho eje, quedando en posicién simétrica (a igual distancia del
eje).

2) Si una funcién f(x) tiene valores positivos y también tiene valores negativos, la funcion valor

absoluto correspondiente, v = |f(x)| , puede expresarse como una “funcidn a trozos” sin usar el

valor absoluto, de la siguiente manera:

_(fx), sif(x)=0
lf (ol = {—f(x), sif(x)<0

Nota 1: En cada caso particular, habra que resolver la inecuacion 7_‘(x) = 0| para saber cuales son

los x cuyas imagenes vendrian dadas por f(x). Y para los restantes valores x del “dominio” de
la funcidén f habra que usar la expresion —f (x).
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Nota 2: Si la funcion f(x) dada es una “funcion elemental”, la funcién |f(x)| también sera
“elemental” (pues si la expresion tnica en forma explicita de y = f(x) era una funcion bésica o
era el resultado de varias operaciones con funciones basicas, la funcion y = |f(x)| tendrd una

expresion totalmente similar pero con una operacién mas (la “composicion” final de f(x) con

la funcién |x|). Pero si f(x) cambia de signos, también puede expresarse |f(x)| como “una
funcion a trozos” (lo cual nos indica que entre “funciones elementales” y “funciones definidas a
trozos” no existe una separacion total).

Ejemplo: Puesto que la funcion y = In x (que es “basica” y por tanto “elemental”) toma valores
positivos y también toma valores negativos, podremos expresar la “funcion elemental” y = |In x|

como “funcidn a trozos” asi:

Inx, silnx=0
—Inx, silnx<O0

[Inx| = {

y como la inecuacion Inx = 0 se cumple cuando x esta en el intervalo [1,4-00) , siendo el “domi-
nio” de Inx elintervalo (0, +0), lainecuacion Inx < 0 se cumplira cuando x esté en el inter-
valo (0, 1). Por tanto, tenemos finalmente:

lin x| 2{ Inx, six>1
—Inx, sid<x<1

3_
Otro ejemplo: Escribir a trozos (sin valor absoluto) la funcion elemental y = x -1 | .

x2+x—6

3
cee , . ., . x°—-1 . .
Ya dijimos en la pag. 18 que “la inecuacion racional” P = 0 tiene como “conjunto solu-
3
x3-1

cion” (—=3,1] U (2, 4+00). Por otro lado, el “dominio” de la funcion f(x) = o yw—

3

es R—

{—3,2}, luego la inecuacion < 0 se cumplira en (—oo,—3) U (1,2). En conclusion:

X
x%2+x-6
La definicidén a trozos sera la siguiente:

x3-1 . .
y = g’ si x€€(—3,1]osi x € (2,+)
- 1-x3 . ]
TZix_g’ si x € (—,-3)osi x€(1,2)

que podria escribirse también en cuatro apartados como indicamos a continuacion:

s 1—x3 .
-, Six<-3
X“+x—6
3
x3-1 .
x2+x_6,51—3<xsl
Y= 1-x3 ,
,Ssil<x<?2
x2+x—6
3
x3-1 .
ey Six>2

Nota: Como x = 1 es el tnico valor de la variable independiente que hace cero la funcion, es in-
diferente que este valor aparezca en la segunda linea, como hicimos anteriormente, o que aparezca
en la tercera linea poniendo alli el intervalo [1,2) en vez del intervalo (1,2), cambiando a su
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vez el intervalo de la segunda linea por el (—3, 1) o, incluso, dejandolo como estaba (porque las
dos expresiones utilizadas dan el valor cero para x = 1).

Graficas de funciones que tienen una relacion importante entre si

Terminamos esta Seccion dando informaciones de utilidad practica, sobre las graficas de algunas
funciones que estan “relacionadas de forma importante” con una funciéon y = f(x) que supone-
mos conocida.

Las funciones que consideramos “‘relacionadas de forma importante” con v = f(x) son las si-
guientes:

1) y = f(x—a) (traslacion horizontal de f)

2) y = f(x)+ b (traslacion vertical de f)

3) y=f(x—a)+ b (traslacion de f seglin un vector de componentes a horizontal y b ver-
tical)

4) y=—f(x) (simétrica de f respecto a OX)

5) y = f(—x) (simétrica de f respecto a OY)

6) y =|f(x)| (valor absoluto de f)

7) y=f"1(x) (inversa de f)

Ya hemos dicho en la propiedad 1 del valor absoluto de una funcidn, en la pag. 25, la relacion
que hay entre la graficade y = |f(x)| y la graficade y = f(x).

También hemos dicho en la pag. 7 la relacion que hay entre la graficade y = f~1(x) y la grafica
dey = f ().

Y para las cinco restantes “funciones relacionadas” con y = f(x) podemos decir lo siguiente:

1) La graficade y = f(x — a) resulta de hacer “una traslaciéon horizontal” de longitud el
valor absoluto de a a la graficade y = f(x) , en sentido positivo (hacia la derecha) si es
a > 0 y en sentido negativo (hacia la izquierda) si es a < 0. En efecto, si la imagen por

y = f(x) de un punto x = m (del “dominio” de f) es y = n, la imagen por la funcion
y = f(x — a) del punto x = m + a volvera a ser y = n. Luego el punto (m,n) de la
grafica de y = f(x) se habra convertido en el punto de coordenadas (m + a,n) de la
grafica de y = f(x — a), resultado de desplazar hacia la derecha el anterior (sia > 0) y
resultado de desplazar hacia la izquierda el anterior (si a < 0). Por lo tanto, “el dominio”
de la funcion y = f(x — a) serd “el dominio” de y = f(x) desplazado hacia la derecha
(si a > 0) o desplazado hacia la izquierda (si a < 0).

Ejemplos: Al ser “el dominio” de y = arc sen x el intervalo [—1,1], se tendra que “el do-
minio” de y = arc sen (x — 5) sera [4, 6] (desplazamiento hacia la derecha de 5 unidades).
De forma que la grafica de esta tltima sera el resultado de “una traslacidon horizontal” de 5
unidades hacia la derecha (pues es a = 5, positivo) aplicada a la grafica de y = arc sen x
(que podemos ver en la Seccion 2.2). (Se recomienda hacer un dibujo aproximado de ambas
graficas obteniendo algunos puntos intermedios y compararlas).

Pero, en cambio, “el dominio” de y = arc sen (x + 5) es [—6,—4] (desplazamiento hacia

la izquierda de 5 unidades del dominio original [—1,1], porque x + 5 = x — (—=5) y ahora
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es a = —5 , negativo). De modo que la grafica de esta ultima funcion sera el resultado de
“una traslacién horizontal” de 5 unidades hacia la izquierda de la graficade y = arc sen x .

2) Lagraficadey = f(x) + b resulta de hacer “una traslacion vertical” de longitud el valor

absoluto de b a la grafica de y = f(x) . en sentido positivo (hacia arriba) sies b > 0y
en sentido negativo (hacia abajo) si es b < 0. En efecto, las ordenadas de los nuevos pun-
tos seran el resultado de sumar el nimero b a las ordenadas de los puntos anteriores, con
lo cual todas las ordenadas aumentaran si b > 0 y todas disminuiran si b < 0. Los “do-

minios” de ambas funciones son el mismo.

Ejemplos: Las gréficas de las funciones y = x? + 3 e y = x? — 2 son parabolas verticales
2

que resultan de aplicar a la parabola que es grafica de y = x“ “una traslacion vertical de 3

unidades hacia arriba” (para la primera) y “una traslacion vertical de 2 unidades hacia abajo”
(para la segunda), de modo que el vértice de la primera parabola es el punto (0, 3) y el vértice
de la segunda es (0, —2), teniendo la parabola y = x? su vértice en el origen (como sabe-
mos bien). Obsérvese que la pardbola y = x? corta al eje OX solamente en el origen,

mientras que la pardbola y = x% + 3 yano corta a ese eje y la pardbola y = x% — 2 lo corta

en los puntos (—\/E , 0) y (\/7 , 0). (Dibujar las tres parabolas para ver esto).

3) La graficade y = f(x — a) + b resulta de hacer “una traslaciéon de vector (a,b)” a la
grafica de y = f(x). En efecto, esa “traslacion” es el resultado de aplicar un “despla-
zamiento horizontal” definido por el niimero a (como explicamos en el apartado 1), junto
aun “desplazamiento vertical” definido por el nimero b (como explicamos en el apartado
anterior). “El dominio” de y = f(x — a) + b sera “el dominio” de y = f(x) desplazado

hacia la derecha (si a > 0) o desplazado hacia la izquierda (si a < 0).

Ejemplo: La grafica de y = (x — 3)? — 4 es la pardbola vertical resultante de aplicarle a la
grifica de y = x? un desplazamiento hacia la derecha de 3 unidades y también un despla-
zamiento hacia abajo de 4 unidades (con lo cual le hemos aplicado “una traslacion de vector
(3,—4)” ala grafica de y = x2). Entonces el vértice de la nueva grafica estard en el punto
de coordenadas (3, —4) y sus cortes con OX estaran en (1,0) y en (5,0). (Comprobarlo
haciendo los dibujos de las dos parabolas). En cuanto a “los dominios”, las dos funciones

tienen el mismo (R) por ser polindmicas, con lo cual en este caso no se nota el desplazamiento
hacia la derecha de 3 unidades del dominio de la primera respecto al dominio de la segunda.

4) La grafica de y = —f(x). que es “la funcidén opuesta” de y = f(x), resulta de aplicar
“una simetria respecto al eje OX” a la grafica de y = f(x). Pues los puntos de la grafica
de y = —f(x) tendran coordenadas (a,—b), siendo (a,b) los puntos de la grafica de

y = f(x).(Sib # 0, dichos puntos estaran en una misma recta vertical (x = a), a distinto
lado del eje OX, pero a igual distancia, y coincidiran cuando sea b = 0). Obviamente
“los dominios” de ambas funciones son el mismo.

Ejemplo: La grafica de la funcién y = 4 — (x — 3)2, que como vemos es “la funcién opues-
ta”de y = (x — 3)2 — 4 (tratada en el ejemplo anterior), serd “simétrica respecto a OX” de
la parabola correspondiente a esta ultima funcidén (que era vertical, abria hacia arriba, con
vértice en (3, —4), cortes con OX en los puntos (1,0) y (5,0) y corte con OY en el punto

28 Anatael Cabrera de Armas



FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE REAL

(0,5)). Por tanto, la grafica de la funcién y = 4 — (x — 3)? serd también parabola vertical,

abrird hacia abajo, con vértice en (3, 4), cortes con OX en los mismos puntos (1,0) vy (5,0).

y corte con QY en el punto (0, —5). (Comprobarlo haciendo los dibujos de las dos parabolas).

5) Lagraficade y = f(—x) resulta de aplicar “una simetria respecto al eje OY” a la grafica
de y = f(x). Pues los puntos de la grafica de y = f(—x) tendran coordenadas (—a, b),
siendo (a, b) los puntos de la grafica de y = f(x). (Si es a # 0, dichos puntos estaran

en una misma recta horizontal (y = b) a distinto lado del eje OY, pero a igual distancia,
y coincidiran cuando sea a = 0). Asi “el dominio” de y = f(—x) sera simétrico respecto

al origen de “el dominio” de y = f(x): Por ejemplo, si este es [a, b] siendo a y b po-

sitivos, el de la funcion y = f(—x) sera [—b, —al.

Ejemplo 1: “El dominio” de la funciéon y = In(—x) serd (—oo, 0) (simétrico respecto al ori-
gen de “el dominio” de y = Inx que es (0, +00)). De modo que su grafica sera el resultado
de aplicar a la grafica de y = Inx ‘“una simetria respecto al eje OY” (es como doblar el pa-
pel porel eje OY: lo que esta a su derecha pasa a estar a su izquierda y viceversa, manteniendo

las distancias al eje OY). Por tanto, si el corte con OX de la grafica de y = In x es el punto
(1,0), el corte con OX de la grafica de y = In(—x) sera el punto (—1,0) y si la grafica de
y = Inx se aproxima_por la derecha (y hacia abajo) a su asintota vertical que es el eje OY,
la grafica de y = In(—x) se aproxima por su izquierda (y también hacia abajo) a la misma
asintota vertical.

Ejemplo 2: “El dominio” de la funcion y = 27% es todo R (simétrico respecto al origen de
“el dominio” de 2* que es el mismo). En efecto, el intervalo (—oo , +0) es simétrico de si

mismo respecto a O, ya que simétricos de los positivos seran los negativos, simétricos de los
negativos seran los positivos y simétrico de 0 sera 0. Y la graficade y = 2% es “simétrica
respecto al eje OY” de la grafica de y = 2* : Ambas cortan al eje OY en el mismo punto
(0,1); ambas se mantienen por encima del eje OX; la grafica de y = 27* se aproxima a su
asintota horizontal, que es el eje OX, cuando avanzamos cada vez mas hacia la derecha sobre
dicho eje, mientras que la grafica de y = 2* se aproxima a la misma asintota horizontal cuan-
do avanzamos cada vez mas hacia la izquierda sobre el eje OX. (Ver en la Seccion 2.2 las

graficas de las exponenciales y = a*, cona > 1y con 0 < a < 1; en este ejemplo, usamos
a=2en y=2¥yusamosa =1/2en y =27%).
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