LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

(Prerrequisitos: Funciones reales de una variable real. Potencias, raices y logaritmos en R)

Tipos de limites y notaciones

En lo que sigue consideraremos solamente funciones reales de una variable real que tengan como

dominio un intervalo o una unién de intervalos sin puntos comunes, que son las de uso mas fre-
cuente. Ademas, si utilizamos “funciones definidas a trozos”, usaremos solamente aquellas cuyas
definiciones incluyan a “funciones elementales” restringidas a intervalos o uniones de intervalos
sin puntos comunes. (Ver Seccién 2.1).

Los limites de las funciones pueden ser de los siguientes tipos:

lim_f(x) : Limite de f (x) cuando x tiende por la derecha al valor a (se elige x en el dominio
X—a

de f cada vez mas cerca de a, pero siendo solamente x > a; nunca x = a)

lim f(x) : Limite de f(x) cuando x tiende por la izquierda al valor a (se elige x en el do-
xX—a

minio de f cada vez mas cerca de a, pero siendo solamente x < a; nunca x = a)

(Los dos anteriores se llaman “limites laterales” de la funcién en el punto a).

lim f(x) : Limite de f(x) cuando x tiende al valor a (se elige x en el dominio de f cada vez
X—a

mas cerca de a, incluyendo las posibilidades x > a y x < a si lo permite el dominio; se excluye
X =a)

(Este ultimo se llama “limite ordinario” de la funcién en el punto a).

lim f(x) : Limite de f(x) cuando x tiende a 4o (se elige x positivo en el dominio de f y

X—+00

cada vez mas grande en valor absoluto)

lim f(x) : Limite de f(x) cuando x tiende a —oo (se elige x negativo en el dominio de f y
X—>—00

cada vez mas grande en valor absoluto)

(Los dos ultimos se llaman “limites en el infinito” de la funcidn).

Requisitos minimos del dominio de la funcion

Para que tengan sentido los limites de los tipos anteriores (todos los cuales podran dar un re-

sultado o no existir), el dominio de la funcion f debe cumplir distintos requisitos, segin del tipo
de limite de que se trate.

Asi, para que tenga sentido lim_f(x) deberd existir algun intervalo de la forma (a,a + §)
xXx—a

contenido en el dominio de f, con lo cual podremos tomar valores de x en ese intervalo (eligién-
dolos todo lo cerca que queramos del punto a, pero siendo mayores que a), de modo que estén
garantizadas las imagenes de la funcidn f para esos valores de x. En caso contrario, no podriamos
tratar este tipo de limite.
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Para que tenga sentido lim f(x) debera existir algun intervalo de la forma (a — §, a) con-
x—-a~

tenido en el dominio de f, con lo cual podremos tomar valores de x en ese intervalo (eligiéndolos
todo lo cerca que queramos del punto a, pero siendo menores que a), de modo que estén garan-
tizadas las imagenes de la funcién f para esos valores de x. En caso contrario, no podriamos
hablar de este tipo de limite.

Para que tenga sentido lim f(x) deber4, al menos, tener sentido uno de los “limites laterales”
x—-a

en el punto a. Asi podremos tomar valores de x en el dominio de £, eligiéndolos todo lo cerca

que queramos del punto x = a , por su derecha (si existe un intervalo de la forma (a,a + &)

contenido en dicho dominio) o por su izquierda (si existe un intervalo de la forma (a — &, a)

contenido en dicho dominio) o podremos tomar valores de x en el dominio de f, eligiéndolos

todo lo cerca que queramos del punto x = a, tanto por su derecha como por su izquierda (si existe
un intervalo de la forma (a — & ,a + &) contenido en el dominio de f, con la salvedad del punto

X = a que podra pertenecer o no pertenecer a dicho dominio), de modo que estén garantizadas
las imagenes de la funcidn f para todos esos valores de x. En caso contrario, no podriamos hablar
de este tipo de limite.

Para que tenga sentido lirp f(x) debera haber algiin intervalo de la forma (b , +0) conte-
X—+00

nido en el dominio de £, con lo cual podremos tomar valores de x en ese intervalo (eligiéndolos
positivos v con valores absolutos todo lo grandes que queramos), de modo que estén garantizadas

las imagenes de la funcién f para esos valores de x. En caso contrario, no podriamos hablar de
este tipo de limite.

Y para que tenga sentido lim f(x) debera haber algin intervalo de la forma (—co, b) con-
X——00

tenido en el dominio de f, con lo cual podremos tomar valores de x en ese intervalo (eligiéndolos
negativos y con valores absolutos todo lo grandes que queramos), de modo que estén garantizadas
las imagenes de la funcion para esos valores de x. En caso contrario, no podriamos hablar de este

tipo de limite.

Posibles resultados de un limite

El resultado de cada limite. en uno cualquiera de los tipos mencionados, depende de como se
comporten los valores de la funciéon f al variar x en la forma sefialada para el tipo de que
se trate.

Cualquiera de ellos (siempre que tenga sentido) dara solamente uno de los resultados siguientes:

a) un nimero real L (Gnico) b) 4+ ¢)—oo d)xoo e)“no existe”

En el primer caso se habla de limite finito, en cualquiera de los tres siguientes casos se habla de
limites infinitos y en el ultimo caso se habla de inexistencia de limite.

Se describen a continuacion estos cinco casos posibles, dando ejemplos:

Caso a): Ocurrira que los valores de la funcién f tienden a estabilizarse alrededor del \inico

numero real fijo L, llegando a estar tan cerca de L como queramos (incluida la posibilidad de
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coincidir con L). Se escribe en este caso: lim7 f(x) = L| (dejamos sin especificar a qué tiende x
X—

para cubrir todos los tipos; o sea, puede serx > a*, x > a~, x > a, x > +® 0 x > —0).

NOTA IMPORTANTE: Si este limite ocurre cuando x = +0c0 0 cuando x —» —oo , la grafica
de la funcién f(x) tiene una “asintota horizontal” que es la recta y = L (entonces una misma
funcion puede tener como méaximo dos asintotas horizontales, una cuando x — +o0 y la otra cuan-
do x = —oo, como le ocurre a la funcion arco tangente). En cualquiera de los dos casos, la grafica
se aproximarad a la asintota cada vez mas, pudiendo alcanzarla, cuando x crezca en valor absoluto.

Ejemplo 1: lirré (2x% — 4x) = 6 , pues al tomar valores de x suficientemente proximos a 3, sin
X—

que coincidan con 3, tanto por su derecha como por su izquierda (pues el dominio de la funcién
es R), los valores de f(x) = 2x% — 4x llegaran a estar arbitrariamente cerca del inico niimero
real 6.

Analicemos algunos valores: Six = 2’8 es f(x) =4’48;six =2’9es f(x) =5'22;six =2°99
es f(x) =579202; si x = 2’997 es f(x) = 5976018 (tendencia de los valores de la funcién
hacia el numero 6, cuando nos acercamos a 3 por su izquierda). Por el otro lado, si x = 3’15
esf(x) =7245;six =3"1es f(x) =6’82;six =3’05es f(x) =6°405;six =3°001 es f(x) =
6°008002 (tendencia de los valores de la funcién hacia el nimero 6, cuando nos acercamos a
3 por su derecha).

Ejemplo 2: lim 2* = 0, pues al tomar valores de x negativos con valores absolutos cada vez
X—>—00

mayores, los valores de f(x) = 2* llegaran a estar arbitrariamente cerca del tnico numero real 0.
En este caso la grafica de la funciéon y = 2* tiene como ““asintota horizontal” la recta y = 0, que
es el eje OX. (Ver la grafica de la funcion en la Seccion 2.2 de esta pagina web).

Analicemos algunos valores: Si x = —2 es f(x) = 0°25;si x = =10 es f(x) = 0°000976... ; si
x = —20es f(x) = 0°000000953... (tendencia de los valores de la funcion hacia 0, cuando
tomamos valores de x negativos vy cada vez mayores en valor absoluto).

Caso b): Ocurrira que los valores de f llegan a superar a cualquier nimero positivo por
grande que este sea. Se escribe en este caso: |1in; fx)= +00‘
X—

NOTA IMPORTANTE: Si este limite se da cuandox > a.x = a’ 0 x - a~,la grificade la
funcidon f(x) tiene una “asintota vertical” que es la recta x = a.

Ejemplo: hrr% [W] = 400, pues al tomar valores de x suficientemente proximos a 5, sin coin-
xX— -

cidir con 5, tanto por su derecha como por su izquierda, los valores de esa funcién llegaran a
ser mayores que cualquier niumero positivo, por grande que éste sea (cuanto menor sea el deno-
minador, mayor sera el cociente). En este caso la grafica de f(x) tiene como “asintota vertical”
larectax = 5.
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Analicemos algunos valores: Six = 4’8 es f(x) = 175;six =4’9 es f(x) = 700; si x =4°995
es f(x) = 280000 (tendencia de los valores de la funcién a crecer sin parar en valor absoluto
siendo positivos, cuando nos acercamos a 5 por su izquierda). Por el otro lado, si x = 5’15 se
tiene f(x) = 311°11111... ;si x = 5’01 se tiene f(x) = 70000; si x = 5’0008 se tiene f(x) =
10937500 (tendencia de los valores de la funcion a crecer sin parar en valor absoluto siendo
positivos, cuando nos acercamos a 5 por su derecha).

Caso ¢): Ocurrira que los valores de f llegan a ser menores que cualquier nimero negativo

por grande que sea su valor absoluto. Se escribe en este caso: |1im7 fx)= —00‘
X=

NOTA IMPORTANTE: Si este limite se da cuando x > a.,x > a* o x = a_, la grifica de
f(x) tiene una “asintota vertical” que es la recta x = a.

Ejemplo: lir(r)1+ Inx = —oo , pues al tomar valores de x suficientemente proximos a 0 por la
xX—

derecha, sin coincidir con 0, los valores de f(x) = In x llegaran a ser menores que cualquier

numero negativo, por grande que sea su valor absoluto. En este caso la grafica de la funcion In x
tiene como asintota vertical la recta x = 0, que es el eje OY. (Ver la grafica de la funcién en la
Seccién 2.2 de esta pagina web).

Analicemos algunos valores: Si x = 0’3 tenemos f(x) = —1°20397... ; si x = 0’005 tenemos
f(x) =—5°29831...;si x = 0°00000003 tenemos f(x) = —17°32206... ;six = 1072° tenemos
f(x) = —4605170... (tendencia de los valores de la funcién a crecer sin parar en valor ab-

soluto, siendo negativos, cuando nos acercamos a 0 por su derecha).

Caso d): Ocurre que los valores de f resultan cada vez mas grandes en valor absoluto, pero

hay siempre entre ellos positivos y negativos. Se escribe en este caso: ‘lim7 flx) = iOO|
X—

NOTA IMPORTANTE: Si este limite ocurre cuando x > a . x > a’ 0o x > a”,la grifica de
f(x) tiene una “asintota vertical” que es la recta x = a.

Ejemplo: lmé (;) = +oo , pues al tomar valores de x suficientemente préoximos a 5, sin coin-
X—> -

cidir con 5, tanto por su derecha como por su izquierda, los valores de dicha funcion llegaran

a ser, en valor absoluto, mayores que cualquier niimero positivo, por grande que éste sea, pero
dichos valores no seran todos positivos ni seran todos negativos (seran positivos cuando tomemos

x > 5 y seran negativos cuando tomemos x < 5). En este caso la grafica de f(x) tiene como

asintota vertical la recta vertical x = 5.

Analicemos algunos valores: Six = 4’8 es f(x) = —10; si x = 4’9 se tiene f(x) = —20;six =
4’9995 es f(x) = —4000 (tendencia de los valores de la funcién a crecer sin parar en valor
absoluto siendo negativos, cuando nos acercamos a 5 por su izquierda, como si el limite fuese
—00). Y si x = 5’25 es f(x) = 8; si x = 5’03 se tiene f(x) = 66’°6666... ; si x = 5’0007 es

4 Anatael Cabrera de Armas



LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

f(x) = 2857°142... (tendencia de los valores de la funcion a crecer sin _parar en valor
absoluto siendo positivos, cuando nos acercamos a S por su derecha, como si el limite fuese
+00). Aqui el limite por la derecha es +oo y el limite por la izquierda es —oo, cosa muy frecuente

(asi 0 a la inversa). Pero hay funciones mas complicadas donde la mezcla de signos aparece a

cada lado del punto a al cual tiende x. También las hay con esa mezcla de signos cuando x tiende

a +o0 o0 cuando x tiende a —co.

Caso e): Ocurre cualquier otra situacion, diferente de las anteriores.

Ejemplo 1: lim cosx . Este limite no existe porque, al ser periddica, la funcidn repite una y
X—>+ 00

otra vez sus valores en el mismo orden mientras x crece, con lo cual la funcién no presenta nin-

guna tendencia como las de los casos anteriores (es decir, sus valores no se aproximan cada

vez mas a un numero real fijo L, pues no paran de oscilar entre —1 y 1; ni sus valores absolutos
llegan a ser mayores que cualquier nimero positivo, pues no superan al valor 1, con lo cual el
limite no puede ser +00 , —oo ni F00).

Ejemplo 2: ll'rr}) Ii—l . El dominio de la funcién es R — {0}, luego tienen sentido los dos “limites
X—

o). X .7 ;.
laterales”. Para x positivo es f(x) = o= 1, con lo cual la funcién toma unicamente el valor 1

. —-X
cuando nos acercamos a cero por la derecha, y para x negativo es f(x) = - = —1, con lo cual

la funcién toma tnicamente el valor —1 cuando nos acercamos a cero por la izquierda. Pero el

limite ordinario cuando x — 0 tendria que ser un unico valor real L al cual se acerquen todos

los valores de la funcién, cuando se tomen suficientemente cerca de cero, tanto por su derecha
como por su izquierda). Y vemos que esto no ocurre, luego este limite no existe.

En este ejemplo el limite por la derecha en x = 0 existe y vale 1, Y el limite por la izquierda en
el mismo punto también existe y vale —1. El que no existe es el limite ordinario en x = 0, pues
hay contradiccion entre las tendencias por un lado v por el otro.

Propiedades de los limites

1) El propio concepto de limite finito implica la unicidad del limite (es decir, si existe limite

finito para una funcién, su valor L es unico).

2)Sies lim f(x) =L yes H un nimero cualquiera menor que L, existird un cierto intervalo
xXx—a

(a.a + &) contenido en el dominio de f de modo que se cumple para todo x de dicho

intervalo. Y de modo analogo, sies lim f(x) =L yes H < L, existira un intervalo (a —§ ,a)
x—-a~

contenido en el dominio de f de modo que para todo x de dicho intervalo.
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O sea, los valores que toma la funcion en puntos del dominio que estén suficientemente cerca
de a, sin coincidir con este valor, llegan a superar a cualquier nimero menor que su limite.

En particular: Si L es positivo, habrd un intervalo de los mencionados donde todos los valores de

la funcidn seran positivos. En efecto, podemos tomar H = 0 y aplicar la propiedad anterior.

Nota: Cuando se trate de un limite con x — 400 0 con x = —oo, los intervalos que se nombran
en esta propiedad, deberan cambiarse por (b, +) si x = 400 y por (—o,b) si x - —oo. El
resto sigue igual.

3)Sies 1im+ f(x) =L yes K un numero cualquiera mayor que L, existird un cierto intervalo
xX—a

(a, a+ &) de modo que se cumple para todo x de dicho intervalo. Y, andlogamente, si

es lim f(x) =L yes K > L, existird un intervalo (a — § ,a) contenido en el dominio de f de
x—->a~

modo que f(x) < K| para todo x de dicho intervalo.

O sea, los valores que toma la funcion en puntos del dominio que estén suficientemente cerca
de a, sin coincidir con este valor, llegan a ser inferiores a cualquier nimero mayor que su
limite.

En particular: Si L es negativo, habra un intervalo de los mencionados donde todos los valores de

la funcidn seran negativos. En efecto, podemos tomar K = 0 y aplicar la propiedad anterior.

Nota: Vale la misma observacion hecha en la nota de la propiedad anterior cuando sea x — 40
o bien sea x = —oo: Los intervalos respectivos seran (b, +00) y (=00, b).

4)8Si lim f(x) =Ly, lim g(x) =L; yes , existira algun intervalo (a , a + &) donde
x—-a xX—a

se cumple para todo x de dicho intervalo que esté en los dominios de las dos fun-
ciones 'y g. O sea, al limite mayor le corresponde la funciéon con valores mayores y al limite
menor le corresponde la funcion con valores menores (cumpliéndose esto suficientemente

cerca del punto a, pero no en dicho punto; los valores f(a) v g(a) podrian incluso no existir).

Nota: Esta propiedad sigue cumpliéndose cuando, en vez de x = a® en ambos limites, sea en

ambos x > a~, x >+ 0 x — —oo. Bastard entonces cambiar el intervalo donde varie x y

adaptarlo a cada caso (cuando sea x — a, el intervalo sera de la forma (a — § , a); cuando sea
x — +oo, el intervalo serd de la forma (b, +0), y cuando sea x - —oo, el intervalo sera de la
forma (—oo, b)).

5) Si lim f(x)=L;, lim g(x) =L, y se cumple en un cierto (a, a + §).
x—at x—at

entonces sera |L; < L,|. O sea, a la funcion con menores valores cerca de a, le correspondera

el limite que sea menor o bien el limite sera igual (no necesariamente menor estricto). Ana-

logamente, para x — a~ en ambos limites, siendo el intervalo (a — § , a); también para x — +oo

en ambos limites, siendo el intervalo (b , +0), y también para x - —oo en ambos limites, siendo
el intervalo (—o0, b).
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Ejemplos de esta propiedad 5) donde los limites L, v L, resultan ser iguales:

2x—4
x2+x

2x—4
X2

Ejemplo 1: Sean f(x) = y g(x) = . Para x positivo, es f(x) < g(x), porque se tiene
x2 + x > x? y los numeradores son iguales. Por tanto, serd f(x) < g(x) en los intervalos de las
formas (2 — 8, 2)y (2,2 + &) cuando tomemos por ejemplo § = 2 (porque esos intervalos seran
(0,2) y (2,4) y entonces los valores de x seran todos positivos). Sin embargo, el limite de f(x)
cuando x — 2 no es menor que ¢l limite de g(x) cuando x — 2 (ambeos limites son cero, ya que

ambos numeradores tienden a cero, mientras que el primer denominador tiende a 6 y el segundo

tiende a 4, con lo cual ambos cocientes tienden a cero). (Estamos anticipando el uso de la conocida
propiedad, que veremos mas adelante, de que el limite de un cociente de dos funciones es el
cociente de sus limites, si ambos son finitos y la funcién del denominador no tiene limite cero).

Ejemplo 2: Para x > 1 serd x positivo, luego se cumplird x? > x (resultado de multiplicar por x

. . ., 3 _3 .
los dos miembros de la desigualdad x > 1). Entonces sera =<3 cuando sea x > 1. Pues bien,

2
consideremos ahora las funciones f(x) = Zxx; -2+ % y gx)=

2x+3
x

3
= 2+; , para las
cuales se cumple f(x) < g(x) cuando tomemos x en el intervalo (1, +). Asi podria pensarse
que los limites de ambas funciones cuando x — 400 estaran en la misma relacion que las dos

funciones (o sea, que serd L; < L), pero no es asi: Ambos limites tienen valor 2, pues 3/x? y
3/x tienen limite cero. O sea, que de la relaciéon L; < L, que menciona esta ltima propiedad 5,
se cumple en este caso L; = L,. (Aqui estamos anticipando también la conocida propiedad, que
veremos mas adelante, de que el limite de un cociente de dos funciones es cero si la funcién del
numerador tiende a un nimero L v la funcién del denominador tiende a infinito).

Otras propiedades importantes (relaciones entre distintos tipos de limites)

1) Si coinciden los “limites laterales” en un punto, el “limite ordinario” en ese punto existe y coin-
cidird con ambos. Hay 4 variantes de esto:

1.1) ‘xlir{?_ fx)=L= xlir{r11+ flx) = E_rg flx)= L| (ver ejemplo 1 dado para el caso a) en la

pag. 3)

1.2) ‘xll'gl_ f(x) =40 = xlin,,l+ flx) = Ll_rgl flx)= +00‘ (ver ejemplo dado para el caso b) en

la pag. 3)

1.3) ‘xll'gl_ f(x) =—00 = xlin,,l+ flx) = Li_rglf(x) = —00‘ (por ejemplo: }grg) (— x—72) = —00)

1.4)

lim f(x) = £oo = lim f(x) = lim f(x) = i00| (hay ejemplos, pero no los trataremos
xX—>a X—a X—=a

pues requieren funciones que estén “definidas a trozos” de un modo complicado)
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2) Inversamente, si existe el “limite ordinario” en un punto x = a, siendo dicho limite un numero
real, siendo +00 0 siendo —0 y si tienen sentido ambos “limites laterales” en dicho punto,
estos ultimos existiran y coincidiran con el “limite ordinario”. Ademas, si solamente tuviese
sentido uno de los “limites laterales”, el mismo existird y coincidira con el “limite ordinario”.

3) Si uno de los “limites laterales” en un punto es +00 y el otro “limite lateral” es —oo , el “limite

ordinario” en ese mismo punto es +oo. (Es el caso de limite +0o0 que trataremos Unicamente).
(Ejemplo del caso d) en la pag. 4).

4) Si los “limites laterales” en un punto existen pero son diferentes, salvo que uno sea 4+ y el

otro sea —oo, el “limite ordinario” en dicho punto no existe. (Ver ejemplo 2 del caso ¢) en la pag.

5, donde lil‘% li—l no existe porque el “limite por la derecha” es 1 y el “limite por la izquierda” es
X

~1).

5) Si en un punto no tiene sentido hablar de ambos “limites laterales” de una funcién, sino

solamente de uno de ellos (porque solamente hay puntos del dominio de la funcién por ese lado),

el “limite ordinario” en dicho punto coincidird con el “limite lateral” que tenga sentido si el mismo

existe. (Ejemplo: lin} (arc cos x) = 0, donde no tiene sentido el limite por la derecha en 1 puesto
X

que el dominio de la funcién es [—1, 1], pero si tiene sentido el limite por la izquierdaen 1 y
vale cero).

MUY IMPORTANTE: Nunca debe confundirse un limite (“lateral” u “ordinario”) en un punto a,
con el valor f(a) de la funcién en dicho punto. Pues ambos valores coinciden en muchas oca-

siones, pero en otras muchas ocasiones no coinciden. Es mas, puede existir el limite y no haber el
valor f(a). o puede haber el valor f(a) y no existir el limite.

Limites de las funciones basicas

Recordamos que las “funciones bésicas” son las mas sencillas (constantes, identidad, potenciales
de exponente entero positivo, radicales, exponenciales de base positiva diferente de 1, logaritmi-
cas, seno, coseno, tangente, arco seno, arco coseno, arco tangente y valor absoluto).

TEOREMA: Si f(x) es una “funcién basica” cualquiera y si x = a es uno cualquiera de los pun-
tos de su dominio, se tiene siempre lim f(x) = f(a) .
xX—a

Nota importante: Entonces, como consecuencia de la propiedad 2 (en esta pagina), para todos los
puntos x = a que sean interiores de los intervalos que formen el dominio de la funcién f, exis-

tirdn ambos “limites laterales” y tendran el mismo valor f(a) (porque, al ser x = a punto interior

de uno de los intervalos que forman el dominio de f, tendra que haber siempre algun intervalo

(a — 4 ,a + §) totalmente contenido en dicho dominio, con lo cual también estaran contenidos
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en ¢l dominio los dos intervalos (a — 8 ,a) y (a,a + §)) y tendran sentido ambos “limites late-
rales”. Sin embargo, en los puntos x = a que sean extremos pertenecientes de los intervalos que
formen el dominio de f, solamente existird uno de los “limites laterales” v tendra el valor f(a).

Limites de las “funciones basicas” en puntos que son extremos no pertenecientes de sus domi-

nios.

Hay sélo dos casos:

Caso 1: Es el de las funciones logaritmicas, cuyo dominio comun es (0, +). El punto x = 0 no
pertenece al dominio, pero cualquier intervalo de la forma (0, §) queda contenido en el mismo.

Por tanto, tiene sentido el limite lateral por la derecha de x = 0 vy se tiene:

,}Lﬂ{h logax =—00|, sia>1 |,}LI;?+ log, x = +o0

,si0<a<1

Por tanto, la recta x = 0 (el eje OY) es siempre asintota vertical de estas funciones.

Caso 2: Es la funcién tangente, cuyo dominio es todo R menos los infinitos multiplos impares de

/2. Asi, los puntos a = (2k + 1) - (/2) , con k entero, son los que no pertenecen al dominio.
Pero cualquiera de los mismos tiene infinitos puntos del dominio tan cerca como queramos, tanto
por su derecha como por su izquierda, luego tienen sentido ambos limites laterales en cada uno
de dichos puntos y se tiene:

lim tanx = +00| y ‘1im+ tanx = —oo

X—=a~ X—=a

, luego |1im tanx = oo
X—=a

para todo a que sea multiplo impar de /2.

. . . T 3 5w ,
Por tanto, las infinitas rectas de ecuaciones x = S X=X =, etc... asi como las de
. T 3 51 . . ; .
ecuaciones x = ——, X =——, X =——-, etc... son infinitas asintotas verticales.

Limites en el infinito de las “funciones bésicas”:

1) Funciones constantes: lim k=k y lim k=k (para cualquier k real)

xX—+00 X——00

2) Funcion identidad: limx=+0 y Ilimx=-o

xX—+00 X——00

3) Funciones potenciales pares: lim x™ = 400 y lim x™ = 400 (n entero positivo par)

X—>+0o X—>—00
4) Funciones potenciales impares: lim x™ = +o0 y lim x™ = —oo (n entero positivo impar)
X—+0o X—>—00

5) Funciones radicales de indice par: lim Y/x = +o y lim 3/x no tiene sentido (n par)

X—+00 X—>—00
6) Funciones radicales de indice impar: lim Vx = +o y lim Yx = —c0 (n impar)
x—+00 xX—>—00

7) Funciones exponenciales crecientes (basea > 1): lim a* =40 y lima*=0

x—+00 X——00
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Por lo tanto, estas tltimas funciones tienen la asintota horizontal y = 0 , que es el eje OX.

8) Funciones exponenciales decrecientes (base 0 <a <1): lima*=0 y lim a*¥ =4

x—+00 X——00

Por lo tanto, estas ultimas funciones tienen la asintota horizontal y = 0, que es el eje OX.

9) Funciones logaritmicas crecientes (base a > 1): lim log, x = +o0 y lim log, x no tie-
X——00

X—+00
ne sentido
10) Funciones logaritmicas decrecientes (base 0 < a < 1): lim log,x = - y lim log, x
X—+00 X——00
no tiene sentido
11) Funcién seno: lim senx noexiste y lim senx no existe
xX—+0o X——00
12) Funcién coseno: lim cosx noexiste y lim cosx no existe
X—+00 X——00

13) Funcidn tangente: lim tanx noexiste y lim tanx no existe

X—+00 X—>—00
14) Funcién arco seno: lim arc sen x notiene sentido y lim arc sen x no tiene sentido

x—+00 X——00

15) Funcidn arco coseno:  lim arc cos x no tiene sentido y lim arc cos x no tiene sentido

X—+0o X—>—00
16) Funcidn arco tangente: limarctgx=mn/2 y lmarctgx=-n/2
X—+0o X—>—00
Por tanto, esta iltima funcidn tiene dos asintotas horizontales: y =17/2 e y=—mn/2.
17) Funcidn valor absoluto: lim |[x| =40 y lim |x| =4
X—+ 00 X—>—00

Notas:

1) Los limites cuando x — —oo de las funciones radicales de indice par no tienen sentido,
porque no hay valores negativos en el dominio de esas funciones, ya que el dominio de
todas es [0, +o0).

2) Los limites cuando x — —oo de las funciones logaritmicas no tienen sentido, porque no
hay valores negativos en el dominio de esas funciones, ya que el dominio de todas es el
intervalo (0 , 4+00).

3) Los limites cuando x = 400y cuando x — —oo de las tres funciones trigonométricas (se-
no, coseno y tangente) no existen aunque tienen sentido, porque los valores de las tres se
repiten en forma periodica (el seno y el coseno oscilan entre —1 y +1, con periodo 27;
la tangente oscila entre —oo y 400, con periodo 7).

4) Los limites cuando x = 400 y cuando x = —oo de las funciones arco seno y arco coseno
no tienen sentido, porque no hay valores del dominio de ambas funciones superiores a 1
ni inferiores a —1. En ambos casos el dominio es [—1, 1].

Algebra de limites

Veamos ahora cémo son los limites de sumas, diferencias, productos y cocientes de funciones,
suponiendo conocidos los limites de las funciones con las que operamos en cada caso. Estas pro-
piedades, que resumimos en tres teoremas, se suelen agrupar en los textos como “Algebra de li-
mites”.
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Supondremos que las dos funciones que nombraremos en los tres teoremas tienen dominios con

interseccion no vacia (para que puedan existir las funciones suma, diferencias, producto y co-
cientes de ambas). Y como en los tres teoremas consideraremos limites con x — a, supondremos
también que dicha interseccion de dominios contenga algin intervalo (a — §; ,a) o bien otro

intervalo (a,a + &,), no anulandose en ese intervalo la funcién del denominador que aparezca

en los casos de cocientes. Esto es para que, en los tres teoremas, tenga sentido al menos uno de
los “limites laterales” en el punto a y por tanto tenga sentido el “limite ordinario” con x tendiendo
al valor a, para las funciones f.g . f+g.f—g.f-g.f/g v g/f.

En un primer teorema supondremos que las dos funciones tienen limites finitos cuando x > a

y se establecen los limites de las funciones suma, diferencia, producto y cociente de ambas. Pero
el teorema es perfectamente vélido si en su enunciado pusiésemos siempre x = a* o x > a” en
lugar de x = a (cuando la interseccion de dominios cumpla los requisitos para que tengan sentido
esos “limite laterales™).

TEOREMA 1: Si limf(x) =A y limg(x) = B (siendo A y B niimeros reales), se tiene:
x—-a x-a

a) lim [f(x) £ g(x)] = AL B b) lim [£(x) - g()] = 4- B
2, SiB#0
) B . .
c) chl_r)rcll o ©, siA#0y B=0 (signo de oo por regla de signos)

INDETERMINADO, siA=0yB =0

El limite indeterminado anterior se conoce como “indeterminaciéon 0/0”. En todos los casos de
indeterminacién se dan efectos contrarios. Aqui, al decrecer el numerador, el cociente tenderd a
decrecer, y al decrecer el denominador, el cociente tendera a crecer. ;Qué ocurrira? Pues depen-
de de cuales sean las funciones f v g que intervengan.

En un segundo teorema supondremos que una funcion tiene limite finito v la otra funcion

tiene limite infinito (ambas cuando x — a) y se establecen los limites de las funciones suma,

diferencia, producto y los dos cocientes de ambas (también vale si ponemos siempre en el enun-
ciadox » at o x » a~ en vezde x — a, si se cumplen los requisitos para que tengan sentido):

TEOREMA 2: Si limf(x) = A (numero real) y limg(x) = oo (no especificamos si es +oo,
x—-a x-a

—o00 0 +00), se tiene:

a) chl_r)rcll [f(x) £ g(x)] =0 (signo de este limite, por regla de signos)

, _ oo, SIA#0 . .
b) chl_r)rcll [f(x)-gx)] = {INDETERMINADO, GiA=0 (signo de oo, por regla de signos)
¢) lim & _ d) lim 909 — o (signo de este limite, por regla de signos)
x—-a g(x) x-a f(x) ’
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El limite indeterminado del Teorema anterior se conoce como “indeterminacion 0 - ™. Como en
el caso de la anterior indeterminacion 0/0, hay otra vez efectos contrarios: Al decrecer el primer

factor, el producto tendera a decrecer, y al crecer el segundo factor, el producto tendera a crecer.
(Qué ocurrira? Otra vez depende de cuales sean las funciones f v g que intervengan.

Y en un tercer teorema supondremos que las dos funciones tienen limites infinitos cuando

X — a vy se establecen los limites de las funciones suma, diferencia, producto y cociente de ambas
(pudiendo poner en su enunciado siempre x » a* 0 x - a~ en lugar de x — a):

TEOREMA 3: Si limf(x) = o0 y limg(x) = oo (no especificamos signos), se tiene:
x—a xX—a
a) lim [f(x) £ g(x)] = INDETERMINADO  (“indeterminacién co + c0™)
X—a

b) chmé [f(x) - g(x)] =0 (signo de este limite, por regla de signos)

o) lim L"% = INDETERMINADO  (“indeterminacién o0/c0”)

x—a gx

La indeterminacion oo + oo o es al no haberse especificado en las hipotesis del teorema los signos

de los limites infinitos de las dos funciones. Pero si especificamos los signos, hay casos en que la
indeterminacidn no existe y otros casos en que esta es segura. Es segura en los casos que podemos
representar por (+ oo)+ (— oo), (— oo)+ (+ oo) , (+ oo)— (+ oo) y (— oo)— (— oo) , ya que en todos
ellos se dan efectos contrarios. En cambio, no existe indeterminacion en los casos que represen-
tamos por (+0)+ (+ ), (= o0)+ (=), (+w)= (=) y (~0)=(+), pues en estos no hay
efectos contrarios sino efectos del mismo sentido. Estos tltimos casos dan, respectivamente, los
resultados +00, —0co0, +00 y —00.

Y en el caso del limite indeterminado oo /oo también hay efectos contrarios, pues al crecer el nu-
merador, el cociente tenderd a crecer, y al crecer también el denominador, el cociente tendera a
decrecer. Otra vez lo que ocurra dependera de cuales sean las dos funciones que intervengan.

Notas importantes:

1) Los tres teoremas anteriores también se cumplen poniendo en todos los limites x = 400 0 bien
x = —oo (en vez de x — a), para lo cual basta suponer que la interseccion de los dominios de f
y g contenga un intervalo de la forma (b, +o0) donde no se anulen f ni g (cuando x tienda a
+00), 0 contenga un intervalo de la forma (—oo, b) donde no se anulen f ni g (cuando x tienda a

—00).

2) Cuando ponemos un resultado como INDETERMINADO, queremos indicar que dicho resul-
tado es impredecible sin conocer las funciones que intervienen (o sea, que dicho resultado, segiin

sean las funciones f(x) y g(x), podré ser un nimero L, podra ser +oo, —co, +0o o bien podra
no existir). Pero en la practica, cuando tengamos que calcular un limite de estos tipos, se cono-
ceran las funciones f(x) y g(x) que intervienen, con lo cual se llegard a saber lo que ocurre
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realmente. Y el limite no estara totalmente resuelto hasta que lleguemos a la conclusion final (de-
cir “indeterminado” no es dar su resultado; al contrario, hay que seguir trabajando para resol-
verlo).

Pues bien, el proceso para averiguar dicho resultado final consiste normalmente en transformar
por operatoria el limite dado en otro limite equivalente (que tendré el mismo resultado con segu-
ridad, porque la nueva funcién obtenida posea los mismos valores cuando nos acerquemos al pun-
to a, si es el caso, o cuando tomemos x suficientemente grande en valor absoluto, siendo positivo
o siendo negativo segun el caso de limite en el infinito). De modo que en ese limite equivalente
podamos aplicar ya alguno de los teoremas anteriores sin caer de nuevo en un caso de indeter-
minacion, con lo cual podremos finalmente averiguar cudl es el limite dado (es lo que comun-
mente se denomina “resolver la indeterminacion”). A veces este proceso es largo y conduce a

otras indeterminaciones intermedias, cada vez mas sencillas de resolver, hasta que se llega a la
conclusion final para el limite dado inicialmente.

Por lo general, las indeterminaciones mas faciles de resolver son las que tienen forma de cociente
(0/0 e o0 /), por lo cual en la practica se intenta convertir las otras indeterminaciones en estas.
Al respecto, se pueden usar ciertas identidades, aunque a veces la transformacion del limite inde-
terminado consiste en multiplicar y dividir por una expresion llamada “conjugada” o solamente
efectuar operaciones y simplificar. Las identidades son:

141

u + v = +* (transforma la indeterminacion o + oo en la 0/0, pues seranu # 0y v # 0)
u-v

u-v= 1117 (transforma la indeterminacion O - oo en la 0/0, pues sera v # 0 al tender a o0)

u-v= 1/Lu (transforma la indeterminacion oo - 0 en la 0/0, pues sera u # 0 al tender a co)

A veces, conviene usar alguna de estas dos ultimas identidades para transformar una indetermi-

nacién en forma de producto en la indeterminaciéon oo /oo, Por ejemplo, si u tiene limite o y v

. , . , _u ,
tiene limite 0 (como hemos supuesto en el tercer caso), podria ponerse u - v = ok quedando asi

la indeterminacion oo /oo , pero se podra hacer esto solo si v se mantiene diferente de cero.

A su vez, las indeterminaciones en forma de cociente pueden resolverse por simplificaciones
(principalmente, factorizar numerador y denominador para luego simplificar la fraccion, asi como
dividir numerador y denominador por una cierta potencia de la variable independiente, cuando la
misma tiende a o). Mas adelante se veran dos procedimientos muy importantes para resolver
indeterminaciones en forma de cociente: La Regla de L’Hoépital (Seccion 3.3) y la sustitucion de
“infinitésimos equivalentes” (Seccion 3.4).

0

x%-2x-3 (0) Y (x=3)-(x+1) _ |, x+1
T x53 (x=3)- (x2+3x+9)  xo3 x2+3x+9 27

E|em[310 1: )lcl_l’g W =
Aqui se resolvid la indeterminacion 0/0 factorizando el numerador, factorizando el denominador,
y simplificando el factor (x — 3) que es diferente de cero (pues al ser x — 3, sera x # 3). Final-
mente, aplicamos los apartados a), b) y ¢) del Teorema 1.
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. . , 2 _ 2 ) o 2(xf42x-1) 0\ _
Ejemplo 2: )lcl_l’g [(x + 2x — 15) x_3] =(0-0) = chl—rg —_ = (o) =

x-3

— lim 2 (x+5) (x—3)
x—3 x-3

=chi_r)ré[2-(x+5)]=

Inicialmente, el limite de 2/(x — 3) es oo por el apartado ¢) del Teorema 1. Luego, al operar,
pasamos de la indeterminacién 0 - oo a la indeterminaciéon 0/0. A continuacion, factorizamos el

polinomio x2 4+ 2x — 15 y simplificamos el factor (x — 3) que es diferente de cero. Finalmente,
aplicamos los apartados a) y b) del Teorema 1.

Ejemplo 3:
> N oo _ (x +5x) — (x%-2) _ 5x+2
Jim (Va? 4 5x —Va? - 2) = (0 — o) = lim Tt = lim e
5x+2
= (g) = lim ——= lim —*—

x—+00 w/x2+5x+x/x2 x—>+oo 1+ + 1__

Aqui se paso6 de la indeterminacion co — oo a la indeterminacion oo /oo multiplicando y dividiendo
por la “expresion conjugada” y luego simplificando. Después, para resolver la indeterminacion

00 /o0, se dividié numerador y denominador por x* (porque el grado del numerador es 1; si dicho

grado fuese 2, dividiriamos numerador y denominador por x2, y de modo anlogo en otros casos)
y después se efectuaron operaciones. Finalmente, se aplicd varias veces el apartado ¢) del Teo-

rema 2, el apartado a) del Teorema 1 y por ultimo el apartado c¢) del Teorema 1. También inter-
vienen en el proceso estos calculos: lim Vx2 + 5x = lim vt = +o0 ;

X—+00 t—>+o0

lim Vx2 — 2—11m\/_ +o0; lim 1+E=lim\/f=1; lim 1—%=ltirr11\/f=1

X—+0co t—+o X—+00 X t-1 X—+0co

Donde hemos aplicado, en cada uno de estos limites, un cambio de variable apropiado y nos he-

mos apoyando ademas en que ¥ = +/x es una funcién basica, con lo cual ltm11 Vt =+/1=1;pero
—

ademas tll’grn \t = +00 porque si tomamos t es suficientemente grande, el valor de /t llegara a
—+00

superar a cualquier nimero positivo dado, por grande que sea.

Nota importante: Si el limite anterior fuese con x - —oo , al entrar x dividiendo en las dos raices

cuadradas del denominador (que entraria dividiendo como x?), tendriamos que cambiar el signo

de ambas raices, con lo cual el resultado final seria —5/2. Esto ocurre porque x seria negativo,
con lo cual m (ynox = Vx2 = +V/x2 , como ocurre cuando x es positivo).

5x+2 5x+2 5x+2

Es decir, lim —=%*—— = lim #= lim El
xX—— oow/x2+5x+x/x2 X——00 x2+5x+ Vx2—2 X——00 x2+5x 2
x x x2
5x+2 . x%+5x
donde hemos abreviado el célculo final, poniendo directamente lim =5, lim ——=1
X—>—0o X x—)—oo X

2
1 -2 , - . .
y también lim x? =1, porque ya los habiamos utilizado anteriormente (cuando x tendia a

X—>—00

+00) y ahora es igual.
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Nota adicional: “Expresiones conjugadas” de sumas o diferencias de raices de igual indice son

las apropiadas para convertir esas sumas o diferencias en otras expresiones algebraicas que no

lleven raices (cuando multiplicamos la que tenemos por su correspondiente “conjugada”). Lo cual
conviene en algunos casos para resolver una indeterminacion en forma de cociente, como la an-
terior, en cuyo caso se multiplica y se divide para no alterar valores (asi lo hemos hecho).

Asi, llamando para abreviar A v B a los radicandos, tenemos las siguientes “conjugadas” que

podemos comprobar facilmente efectuando los productos y simplificindolos:

“Expresion conjugada” de VA — VB es VA + VB y viceversa, resultando su producto A — B.

“Expresion conjugada” de YA — VB es V42 + V4B + VB2 (todos los signos +), resultando
su producto A — B.

“Expresion conjugada” de YA + VB es VA2 — /4B + VB2 (signos alternados +,—,+), resul-
tando su producto 4 + B.

“Expresion conjugada” de VA — VB es VA3 + VAZB + VABZ? + VB3 (todos signos +), con
producto A — B.

“Expresion conjugada” de VA + VB es VA3 — VAZB + VAB? — VB3 (signos alternados), con
producto A — B.

“Expresion conjugada” de Y4 — VB es VA* + VA3B + YA2BZ + VAB3 + VB* (todos signos
+), con producto A — B.

“Expresion conjugada” de YA + VB es VA* — VA3B + VA2B? — YAB® + VB* (signos alter-
nados), con producto A + B.

Etcétera....

. . V3x+2 o \/(3x+2)3 6 ’(3x+2)3 6 ,27x3+
E]@plo_4. l—l>r-ll:loo 35x—6 (00) xl—l>Too (5x— 6)2 x—>+oo (5x—6)2 x—>+oo 25 2—

Inicialmente hemos reducido el cociente de raices a una sola raiz de un cociente, donde el nume-
rador final (dentro de la raiz sexta) representa el desarrollo de la potencia (3x + 2)3, ordenada de
mayores a menores exponentes, y el denominador final (dentro de la misma raiz sexta) representa
el desarrollo de la potencia (5x — 6)2, también ordenada de mayores a menores exponentes. Fi-
nalmente, como en esa ultima fraccion el polinomio del numerador es de mayor grado que el po-
linomio del denominador, ese numerador crecera mas rapidamente que ese denominador (siendo
el limite de ambos +00), con lo cual los cocientes de ambos seran cada vez mas grandes, y su li-

mite resultard +oo. Entonces, el ultimo limite puede considerarse tHT Yt = oo (si el radi-
—+00

cando crece sin parar, la raiz sexta crecera también sin parar, de modo que si t se toma suficien-
6 , . , o
temente grande, Y/t llegara a superar a cualquier niimero positivo que queramos dar).

Limites en el infinito de las funciones racionales
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Recordemos que “funcion racional” de una variable es cualquiera que sea de la siguiente forma
(o pueda llevarse a la misma):

f(x) = I;m—gz , donde P, (x) y Q,,(x) son polinomios de coeficientes reales

(los subindices m y n representan los grados respectivos de ambos polinomios). La funcién an-
terior sera normalmente una “funcion fraccionaria”; pero si la division del numerador entre el de-
nominador fuese division exacta, la funcion f(x) sera simplemente el cociente obtenido, resul-
tando ser una “funcion polindmica”. (Recordar lo dicho en la Seccién 2.3).

Damos a continuacion un conocido teorema sobre los posibles limites de una funcion del tipo an-

terior cuando x — +o:

TEOREMA: Si el coeficiente de x™ en B, (x) es el numero a y el coeficiente de x™ en Q,,(x) es
el numero b, tenemos los siguientes resultados:

py Pm) _a o o Pm() _ .
D xl—1>r-lpoo Qn(x) b’ stm=n 2) xl—1>r-|poo Qn(x) %, sim >n

, Py (x) .
3) x1—1>I-Poo_Qn(x) =0,sim<n

Nota 1: El Teorema anterior también es valido si es x —» —oo en sus tres apartados.

Nota 2: El resultado del apartado 2) del Teorema sera +oo o bien —oo segtin los casos. Habra que
aplicar la regla de signos, teniendo en cuenta los de ax™ y bx™, seglin que x — 4+ 0 X — —oo.
En efecto, para valores absolutos de x suficientemente grandes, el signo del polinomio P, (x) lo
determina el signo de ax™ e igualmente el signo de Q,, (x) lo determina el signo de bx™.

Ejemplos:
, 3x3-8x+5 3 2x—8 , —2x%+5x—-1
1) lim ———=—-= 2) lim =0 3) lim —————— =400
x—400 —2x3+3 2 x——00 5x2+9 x——oo 3x+12

(en el ultimo ejemplo, ademds de que es m > n, el signo que corresponde a —2x? es negativo y
el signo que corresponde a 3x también es negativo, pues los valores de x son negativos; por €so
el limite es +0).

Funciones que son potencias

Las funciones de la forma y = [f(x)]¥ . con k real fijo diferente de cero y diferente de 1, se lla-

man “funciones potenciales”.

Las mas sencillas “funciones potenciales” son las ‘“basicas” ; = x™ (n entero positivo mayor

., . . _ 1 1\" . ,
que 1). Pero también son “funciones potenciales” y = x™" = — = (;) (n entero positivo), asi

como y = x'/n = Vx oy= x = niﬁ (n entero positivo mayor que 1). Desde luego, tam-
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m

., . . m - 1
bién son “funciones potenciales” y =xn = 3YxMm e y=x"n = xm (m y n enteros mayores

que 1) asi como y = x%, con @ nimero irracional, positivo o negativo.

Las funciones de la forma vy = kf® (k real fijo positivo, mayor que 1 0 menor que 1) se llaman

“funciones exponenciales”. Las mas sencillas son las “bésicas” [y = a* (con a > 1 o bien con
0<a<l).

Pero también hay funciones que son potencias del tipo y = [f(x)]9*), donde ni la base ni el

exponentes son constantes, las cuales se llaman “funciones potenciales-exponenciales”. La mas

sencilla es y = x*, que no es “bésica” (pero si es “elemental”, porque x* =e* " (x > 0),

con lo cual tenemos una compuesta del producto x - In x con la funcién exponencial e*).

Limites de funciones que son potencias

1) Ellimite de una “funcién potencial” [f(x)]* (k fijo diferente de cero y diferente de 1) se
reduce normalmente a estudiar el limite de la funcidon que aparezca en su base. Luego se

usa el cambio de variable f(x) =t v se calcula el limite de la potencial t¥ cuando t
tienda al limite de f(x) (si este existe como niimero real, como +0 0 como —).

En la Seccién 2.5 se consideraran estos limites de x* con k entero mayor que 1y con k

de la forma 1/n siendo también n entero mayor que 1 (limites de funciones radicales),

que son sencillos. Si fuese k = m/n, con m y n enteros mayores que 1, se tiene x* =

Vx™ que es una compuesta, pudiendo usar un cambio de variable para hallar su limite.

Y si k fuese negativo, tendremos el limite de un cociente y aplicamos entonces el Algebra
de limites. Finalmente, si k es irracional podemos utilizar la identidad x ¥ = e ¥ 1** (que
es otra compuesta), estando en la Seccion 2.5 los limitesde y = Inx yde y = e”*.

Pero si el limite de f(x) no existiese, el limite de la potencial tampoco existira en general.

Y en caso de que el limite de f(x) fuese +oo, habra que ver separadamente el limite de
£k

cuando t tienda a +o0 y el limite de t¥ cuando t tienda a —o0. Si ambos coinciden, la

potencial [£(x)]¥ tendra el mismo limite. Por ejemplo, si es k = 4 (u otro entero positivo
par) ambos limites coincidiran en +oo, luego ese sera el limite de la funciéon dada. Y si

k = 7 (u otro entero positivo impar) el primer limite sera 400 y el segundo limite sera
—o0, con lo cual el limite de la “funcién potencial” también sera +oo.

Pero si fuese k = 1/2 (u otra fraccion del tipo 1/n con n entero par) siendo +oo el limite
de f(x), tendremos que el limite de t* cuando t = +oo seria +o0 vy el limite de t¥ cuando
t —» —oo no existira (pues los valores de la potencia seran imaginarios), con lo cual la

“funcién potencial” y = [f(x) |1/ 2 podria tener un dominio demasiado complicado. Pero

muchas veces, cuando queramos calcular el “limite ordinario” de la “funcion potencial”

y = [f(x)]*/? con x = a , puede ocurrir que los valores positivos de f(x) estén sola-
mente en uno de los lados del punto x = a y los valores negativos de f(x) estén sola-
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mente al otro lado del mismo punto, con lo cual dicha “funcién potencial” tendra su do-

minio solamente en el lado donde f(x) sea positiva y desaparece el problema (pues la
“funcion potencial” tendra solamente el “limite lateral” correspondiente a ese lado, el cual

sera +o0, no teniendo sentido el otro “limite lateral” y asi el “limite ordinario” existira y

sera +oo.

2) El limite de una funcién exponencial kf™ (k positivo diferente de 1) se reduce nor-

malmente a estudiar el limite de la funcidén que aparece en su exponente. Luego se usa el

cambio de variable f(x) = t vy se calcula el limite de la exponencial k¢ cuando t tienda

al limite de f(x) (si es un numero real, es +00 0 es —). Ver mas abajo estos limites,
que estan también en la Seccion 2.5.

Ahora bien, si el limite de f(x) no existiese, el de la exponencial tampoco existira.

Y si el limite de f(x) fuese +oo, tampoco existira el limite de la exponencial, pues el

comportamiento de k! es radicalmente diferente segun t tienda a 400 o t tienda a —oo :

En efecto, si fuese k > 1, la exponencial k¢ tendera a +o en el primer caso y tendera a
cero en el segundo caso, y si fuese 0 < k < 1, la exponencial k* tender4 a cero en el pri-
mer caso y tendera a +oo en el segundo caso.

3) Finalmente, para calcular limites de funciones que sean potenciales-exponenciales, se usa
la identidad:

[f()]9%) = 9@ mlf@] siendo f(x) >0 (%)

con lo cual basta saber el limite de “la exponencial” de base e del lado derecho de la

identidad. Pero entonces, como dijimos anteriormente, el calculo se reduce a determinar

el limite del exponente del nimero e (como niimero real, como 400 0 cOmo —o).

Por tanto, las posibilidades finales se reducen a los tres casos siguientes:

a) Si el limite de g(x) - In[f(x)] es un nimero L, el limite de la potencial-exponencial
. oL
serae”.

b) Si el limite de g(x) * In[f (x)] es +oo, el limite de la potencial-exponencial serd 4o .

¢) Si el limite de g(x) - In[f(x)] es —oo, el limite de la potencial-exponencial sera 0 .

Nota: Si el limite de g(x) - In[f (x)] fuese +oo, el resultado para el limite de [f (x)]9™ sera “no
existe”, como dijimos en la pagina anterior para las “funciones exponenciales”. Y si el limite de
g(x) - In[f(x)] no existiese, tampoco existira el limite de la potencial-exponencial dada.

) o (x+2\X 2x- (22 _ 2.m(3) _ ln(i)z _(3}* _ 9
Ejemplo 1: }CI_IH (E) = Jlcl_rH e (4x) =e (4) =e [ 4 ] = (Z) =1 (este caso es
muy simple y podia verse directamente, porque la base dada tiende a 3/4 y el exponente dado

tiende a 2).
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3x—1

—_ X . - -
Ejemplo 2: Pero menos simple es  lim (3x 1) = lim e” m(x2+5) , donde hemos aplicado la

x—o+00 \xX2+5 xX—+00

identidad () de la pagina anterior, lo cual puede hacerse porque la base dada es positiva (desde
que tomemos x > 1/3). Ademas, vemos que esa base tiende a cero (lo cual resulta del Teorema
de la pag. 16, teniendo en cuenta que el numerador tiene menor grado que el denominador).

p 3x-1 p . .
Por tanto, tenemos: lim ln( > ) = lim Int = —oo (usando cambio de variable), con lo cual
x—+00 X4+5 t—0t

3x—1
x2+5

lim |x - ln( )] = —oo (por apartado b) del Teorema 3 del Algebra de limites).

xX—+00

En conclusidn, el resultado final del limite de la potencial-exponencial es cero (posibilidad ¢) an-

. , 3x-1\*
terior): O sea, lim (= =0
x—+0o \x“+5

Indeterminaciones en forma de potencia

Trabajando del modo explicado anteriormente, se llega a la conclusion de que hay tres tipos de
“limites indeterminados” en forma de potencia, que son en forma simbdlica:

a) 1, b) (+»)° y ¢) 0°
los cuales corresponden a las tres situaciones siguientes:

a) La base es funcion que tiende a 1 y el exponente es funcion que tiende a +00, —co 0 to0.

b) La base es funcion que tiende a +o0 y el exponente es funcion que tiende a 0 (siendo positiva
0 negativa).

¢) Labase es funcion que tiende a 0 (siendo positiva) y el exponente es funcion que tiende tam-
bién a 0 (siendo positiva o negativa).

Estos “limites indeterminados” se resuelven aplicando la identidad (*) mencionada en la pagina
anterior (en todos los casos la base terminara siendo positiva al acercarse a su limite) y luego
calculando el limite de g(x) - In[f (x)] (que también serd “indeterminado” del tipo 0 - % o bien

del tipo o - 0). Y paraello, después de convertir este “producto indeterminado” en “cociente inde-
terminado” como dijimos en la Pag. 13, se suele terminar aplicando la Regla de L’Hdpital

b

(Seccidn 3.3) o la “sustitucion de infinitésimos equivalentes” (Seccion 3.4). Sin embargo, hay al-
gunos casos sencillos que podremos ver a continuacion.

Ejemplos sencillos de limites indeterminados en forma de potencia:

3 3
1) lirJP (x)mnx = lirP (e)mz""* = ¢3 (caso del tipo (+0)°, donde se ha utilizado la iden-
X—>+00 X—+ 00

tidad (%) y luego se simplifica el exponente).

-2t

-2 -2 -2inx
2) lm (x)mx+s = lim () x5 ™* = lim (e) nx+s = lim (e) s = e™2 (caso del tipo 0°,
x—-0+ x—-0+ x—-07t t—>—o0

donde se ha utilizado la identidad (*), luego se hizo el cambio de variable Inx =t y se aplico
finalmente, en el exponente de e, el Teorema sobre limites de funciones racionales de la pag. 16).
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NOTA IMPORTANTE: En los limites indeterminados del tipo 1% (y solamente en ellos), cuando
vayamos a calcular el limite de g(x) - In[f (x)], resultado de usar la identidad (*), puede hacerse
la sustitucion de In[f (x)] por [f(x) — 1] (se explica en la Seccion 3.4 que esto no altera dicho
limite, pues estas dos ultimas funciones son “infinitésimos equivalentes” cuando f(x) tiende a

1).

Ejemplo
1
—_— 1 2x+1 1 2x+1 1 3x-9
lim (2"“) 5 Jim (o) 7 "(56mx) = 1im (e) 73 (oo 2) = lim ()75 1) =
x—3 \10—x x—3 x—3 x—3
3-(x-3) 3 3
= lim (e) -9 @00 = Iim (e) To-* = e 7
x—3 x—3
. ., . ., 2x+1 . . .
caso del tipo 1%°, donde se aplicé la sustitucion de In (m) que tiende a cero (infinitésimo) por

2x+1 L e, . .
(;g_x - 1) que también tiende a cero (otro infinitésimo), que por lo dicho antes es equivalente

al anterior; finalmente se simplifico el factor (x — 3) que aparece en numerador y denominador
del exponente, por ser distinto de cero.

Continuidad

La funcion f(x) se llama “continua en el punto x = a”, cuando se cumpla la condicion:

im £ () = £ (a)

Nota 1: De la definicion anterior se deduce que si f(x) es continua en x = a, el punto a perte-

necera al dominio de f, ya que se habla del valor f(a).

Nota 2: Si x = a fuese un punto del dominio de la funcién f que no tenga otros puntos de dicho

dominio arbitrariamente cerca por su derecha ni por su izquierda, no tendra sentido el limite

ordinario de la funcién cuando x tiende al punto a. En ese caso el punto x = a se llama “punto

aislado del dominio” y la funcién se considera continua en dicho punto, sin mas requisitos. (Ha-

biamos supuesto inicialmente en esta Seccion que las funciones que manejariamos estarian siem-
pre definidas en intervalos o uniones de intervalos sin puntos comunes; pero uno de esos inter-

valos podria ser [a, a] = {a} y los otros intervalos podrian quedar separados de este, con lo cual
el punto x = a seria un “punto aislado” de ese dominio).

. ., xZ . .. . ., . .,
Ejemplo: La funcion f(x) = /E tiene como dominio el conjunto solucion de la inecuacion ra-

2
cional % >0, quees{0}U (1,+0). (Ver Seccion 1.3). Vemos que en este caso el dominio

tiene un “punto aislado” que es cero, luego esta funcidon es automaticamente continua en dicho
unto.

Se dice que una funcién f es “continua en un conjunto A de niimeros reales” cuando lo sea en

cada punto de dicho conjunto. Asi, “continua en el dominio de f” significa continua en cada punto
de dicho dominio.
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La funcién f(x) se llama “continua por la derecha en el punto x = a”, cuando se cumpla la con-
dicién L(lim+ fx)=f (a)| . Analogamente, f(x) se llama “continua por la izquierda en el punto
—a

x = a”, cuando se cumpla Llilrnl_ f(x) = f(a)‘ .

NOTA IMPORTANTE: Si un punto x = a esta en el dominio de una funcién, siendo “punto
interior” de alguno de los intervalos que lo forman, la “continuidad de la funcién en x = a”

equivale a la “continuidad por la derecha” v también la “continuidad por la izquierda” de la

funcién en ese punto. En cambio, si el punto x = a estd en el dominio pero es “extremo izquierdo”
de uno de los intervalos que lo forman (intervalo que no se reduzca a un solo punto), la “conti-

nuidad en el punto x = a” equivale solamente a la “continuidad por la derecha en dicho punto”
(porque el “limite ordinario” en este caso se reduce al “limite lateral” por la derecha). Y si el pun-
to x = a esta en el dominio de la funcidn pero es “extremo derecho” de uno de los intervalos que

lo forman (que no se reduzca a un solo punto), la “continuidad en el punto x = a” equivale so-

lamente a la “continuidad por la izquierda en dicho punto” (porque el “limite ordinario” en este
caso se reduce al “limite lateral” por la izquierda).

Ejemplo: La funcién f(x) = arc sen x tiene dominio [—1,1] y, por ser “funcion basica”, su
“limite ordinario” en x = —1 sera el valor arc sen (—1) = —m/2 (ver Teorema dado en la pag.
8), pero ese “limite ordinario” se reduce al “limite lateral” por la derecha en x = —1 (ya que a su

izquierda no hay dominio de la funcion). Y de modo analogo, esta misma funcion tiene “limite
ordinario” en x = 1, que sera el valor arc sen (1) = /2 , reduciéndose ese “limite ordinario”
al “limite lateral” por la izquierda en el mismo punto (pues no hay dominio de la funcién a su
derecha).

Continuidad en intervalos: Tiene ciertas especificidades, no aplicandose exactamente lo dicho al
final de la pagina anterior.

1) Sedice que “f(x) es continua en un intervalo cerrado [a , b]” si f es “continua” en todos
los “puntos interiores” de ese intervalo y ademas es “continua por la derecha en x = a”
y es “continua por la izquierda en x = b” (no importando qué ocurra a la izquierda de a

ni lo que ocurra a la derecha de b, con lo cual podria suceder que f no sea “continua” en
uno de esos puntos o en ambos).

Ejemplo: La funcion “definida a trozos” como

fx)=e*six € (—,0) ; f(x) =x%six€[0,1] ; f(x)=—-2six € (1,3)

tiene dominio (—o0,3) y es “continua en el intervalo [0,1]”, pero no es continua en x = 0
ni es continua en x = 1. En efecto:

Iim f(x)=e®=1; lim f(x) =02=0 ; lim f(x) =12=1; lim f(x) = -2
x-0% x—-1" x-1t

x—0"

con lo cual vemos que los “limites laterales” en x = 0 son diferentes (luego no existe el “li-
mite ordinario” en ese punto y entonces f no es continua en el mismo), pero el “limite por la

derecha” en x = 0 coincide con f£(0) (luego f es “continua por la derecha” en ese punto). Y

también vemos que los “limites laterales” en el punto x = 1 son diferentes (con lo cual no
existe el “limite ordinario” en ese punto y entonces f no es continua en el mismo), pero el
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“limite por la izquierda” en x = 1 coincide con f(1) (con lo cual f es “continua por la
izquierda” en ese punto). Ademas, f es continua en todos los puntos interiores del intervalo

0, 1] (porque la “funcién basica” x? es continua en todo R, con lo cual lo ser4 en todos esos
puntos). En conclusion, podemos decir “f es continua en el intervalo [0, 1]”.

2) De manera analoga, se dice que “f (x) es continua en un intervalo [a , b) 0 en un intervalo
a,+0)”si f es “continua” en todos los “puntos interiores” de esos intervalos y ademas
es “continua por la derecha en x = a”. De igual modo, “continua en un intervalo (a , b]

0 en un intervalo (—oo, b]” significa que la funcion es “continua” en todos los “puntos
interiores” de esos intervalos y ademas es “continua por la izquierda en x = b”.

3) Finalmente, “continua en un intervalo (a,b), en un intervalo (a, +0), en un intervalo

(=o0,b) o en el intervalo (=00 ,400)” significa que la funcion es “continua” en todos

los puntos del intervalo correspondiente.

Otro ejemplo: La funcién “definida a trozos” asi: f(x) = 2¥six <0 ; f(x) =Vxsix =0, es
continua en el intervalo [0, 4+00), pues es continua en todos sus puntos interiores y ademas es

“continua por la derecha” en el extremo x = 0 (continuidad de la “funcion basica” v/x). Sin
embargo, esta funcion no es continua en el punto x = 0 pues los “limites laterales” en ese punto

son diferentes (el de la izquierda es 2° = 1y el de la derecha es VO = 0).

Tres teoremas importantes sobre continuidad

TEOREMA 1: Todas las “funciones basicas” son continuas en sus respectivos dominios.

(Esto es otro modo de decir lo establecido en el Teorema de la pag. 8).

TEOREMA 2 (Algebra de funciones continuas): Si f y g son continuas en un mismo punto a, las

funciones f + g, f —g,9 — f y f - g también seran continuas en ese punto. Ademas, la funcion
f/g sera continua en a, si se cumple g(a) # 0. Y la funciéon g/f serd continua en a, si se
cumple f(a) # 0.

(Es una consecuencia de las operaciones entre funciones y del Teorema 1 de la pag. 11).

TEOREMA 3: Si f(x) es continua en el punto a y g(x) es continua en el punto f(a), la funcion
compuesta (g of)(x) = g[f (x)] es continua en el punto a .

Ejemplo: La funcion f(x) = arc sen x es continua en x = 1/2 (por ser “funcion basica” de
dominio el intervalo [—1,1]) y ademas tenemos f(1/2) =arc sen (1/2) = /6 . Por otro
lado, la funciéon g(x) = Vx es continua en x = /6 (por ser también “funcion basica” de do-

minio el intervalo [0, +00)). Por lo tanto, la funcién compuesta

(g °f)(x) = glf(x)] = g(arc sen x) = Yarc sen x

serd continua en el puntox = 1/2.
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Uno de los teoremas mas utiles sobre continuidad, que generaliza lo establecido en el Teorema 1
anterior, es el siguiente:

TEOREMA 4: Todas las “funciones elementales” son continuas en sus respectivos dominios.

Recordamos que las “funciones elementales” (las mas usadas) se caracterizan por estar definidas

explicitamente por una sola ecuacion, la cual resulta de operar con “funciones basicas” (las mas

sencillas de todas). Las operaciones entre funciones a que nos referimos son todas las posibles:
sumar, restar, multiplicar, dividir y componer. Por tanto, este Teorema 4 es una consecuencia de
los Teoremas 1, 2 y 3 anteriores.

[El Teorema 4 tiene enorme importancia practica;: Basta que sepamos obtener el dominio de una

“funcién elemental” para que conozcamos, sin necesidad de calcularlos, todos los limites de dicha
funcién cuando x — a, siendo a cualquier punto de dicho dominio (salvo que sea un “punto ais-

lado”, en cuyo caso el limite en dicho punto no tendra sentido).

—1)2
Ejemplo: El dominio de la “funcién elemental” f(x) = ’% es el “conjunto solucién”

—1)2
(xf;).g_T) >0, quees (—o,-2) U {1} U (3, +). Vemos que no

tiene sentido lirr} f(x),pues x =1 es “punto aislado” del dominio, pero la funcién f es “conti-
X—

de la “inecuacion racional”

nua” en dicho punto, sin més requisitos (recuérdese lo dicho en la Nota 2 de la pag. 20). En cam-
bio, tiene perfecto sentido el “limite ordinario” de esta funciéon cuando x — a, siendo a cualquier
punto del intervalo (—oo0 , —2) o cualquier punto del intervalo (3 , 4+ ). Y el valor de dicho limite
sera siempre el valor f(a) de la funcidén en el punto a que consideremos, por ser f “continua en

a” (en virtud del Teorema 4). Por ejemplo, el limite de f en el punto x = —3 sera f(—3) =
_4r \/E s (] (no hace falta calcular este limite sino obtener el valor de la fun-
\N (D (=6) 3 V3 3

cion en —3), y el limite de f en el punto x = 5 sera f(5) = ’;‘—22 = \/g = %77 = @ (tampoco

hace falta calcular este limite sino obtener el valor de la funcién en 5).

Otros ejemplos:

1) La funcion y = 3x3 — 5x + 7 (polinomio de grado 3) es “elemental”, cuyo dominio es todo
R. Por tanto, puede decirse inmediatamente que ‘lim (3x3 — 5x + m) = 3a3 — 5a + n|, siendo
X—da

a cualquier numero real.

2) La funciéon y = +vInx es “elemental”, cuyo dominio es [1, +00). Por tanto, puede decirse

inmediatamente que [lim vinx = vIn a|, para cualquier nimero real a mayor o igual que 1 (en

X—a

el caso del niimero 1 el “limite ordinario” se reduce al “limite lateral” por la derecha).
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Consecuencia de lo anterior es que si las funciones que intervienen como base y como exponente

de una potencial-exponencial f(x)9®) son “elementales”, podemos decir que esta funcidn es

continua para todos los x donde exista g(x) vy a la vez se cumpla f(x) > 0.

En efecto, para dichos valores de x podemos aplicar la identidad (*) de la pag 18:

[f(0)]9®) = ¢ 9~ Inlf ()]

con lo cual la funcién resulta de hacer operaciones con “funciones elementales” (compuesta de
f(x) con Inx, que nos da In[f(x)] ; luego producto de ésta por g(x), y otra vez compuesta de
dicho producto con e*, que nos da el segundo miembro de la identidad). Y operaciones con

“funciones elementales” dan siempre nuevas “funciones elementales” (salvo que resulten vacios
los dominios de los resultados de algunas de esas las operaciones, con lo cual estas no existiran).

Por tanto, la funcion [£ (x)]9®) seré siempre “funcion elemental” si lo son su base v su exponente,
de modo que sera continua en todo su dominio (por el Teorema 4), el cual estard formado en
eneral por los puntos donde exista g (dominio de esta funcién) y a la vez donde f exista y tenga

valores positivos, para que exista su logaritmo neperiano. El dominio de g(x) tendra interseccion

no vacia con el dominio de In[f (x)], porque suponemos f (x) positiva en los mismos puntos, con
lo cual existira el producto del exponente; ademas la compuesta de dicho producto con e* siempre
existira porque el dominio de e* es todo R. Por tanto, si representamos por Dy al dominio de g

y representamos por D;' a la parte del dominio de f donde esta funcion tenga valores positivos,

el dominio de la “potencial-exponencial” f(x)9*) podré representarse por (supuesto

no vacio).

En cambio, si la funcion fuese solamente “potencial” o solamente “exponencial” no hay que usar
la identidad (*), pues el calculo del dominio se hace directamente (ver las dos Notas que siguen).

Nota 1: En el caso de una “funcion potencial” [f(x)]¥ (con k real cualquiera distinto de 1 v de
0), siendo f “elemental”, la misma serd continua en todo su dominio, el cual debe calcularse di-
rectamente sin usar la identidad (*). En efecto, hay casos particulares en que el dominio de

[£(x)]¥ es todo el dominio de la funcién f, porque la potencia existe aunque la base sea ne-

gativa o cero. Asi esto ultimo ocurre si k es un niimero entero positivo o si es un numero frac-

cionario positivo de denominador impar (en su fraccion irreducible). En cambio, si k es irracional

0 es fraccionario con denominador par en su fraccidn irreducible, se tiene que exigir que los va-

lores de f sean positivos para la existencia de la potencia como ntimero real. (Ver pag. 17).

Ejemplos: 1) La funcién [Inx]3 tiene dominio (0, +9), que es todo el dominio del logaritmo,

en vez de ser (1,400) que es la parte donde el logaritmo es positivo, luego serd continua en

(0,+4). 2) La funcién (2x — 3 2% tiene dominio todo R y no el intervalo (3/2,+o0) donde la
base es positiva, luego sera continua en todo R. 3) Pero la funcién (x? — 1)_% no tiene dominio

R (que es el dominio de x? — 1), sino tiene como dominio la unién (—oo,—1) U (1, +), donde
se cumple la inecuacién x — 1 > 0, o sea donde f(x) es positiva), luego serd continua en esa
unién de intervalos.

Nota 2: En el caso de una “funcién exponencial” k 9™ (con k positivo diferente de 1), siendo g
“elemental”, la misma serd continua en todo su dominio, el cual coincidira con el dominio de g
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(tampoco se utiliza en este caso la identidad (*), ya que la funcion f de la base es la funcion cons-
tante positiva k de dominio R y entonces ese es el conjunto D}fr , con lo cual la interseccion

mencionada en la pagina anterior serd Dy N R = Dy).

Teoremas importantes sobre funciones continuas en intervalos

Para terminar esta Seccion, daremos tres teoremas muy famosos sobre funciones continuas en
intervalos, de gran importancia tedrica y practica:

TEOREMA DE BOLZANO: Si la funcidn f(x) es continua en un intervalo cerrado [a , b] y ade-
mas toma valores de signos contrarios en los extremos de dicho intervalo, existe al menos un pun-
to x = ¢ en el intervalo (a , b) donde la funcién f se anula, o sea [f(c) = 0].

Puedeser f(a) > 0y f(b) < 0obien f(a) < 0y f(b) > 0. Ademas, puede haber varios puntos
intermedios del intervalo [a , b] donde la funcidn valga cero, pero el Teorema asegura que habra

al menos uno. con seguridad.

Nota 1: Este Teorema es muy util en la biisqueda de alguna de las posibles soluciones de una
ecuacion de la forma .Pues si f(x) es continua en un cierto intervalo cerrado donde
se cumpla el cambio de signo en sus extremos, sabemos que existe al menos una solucién de esa
ecuacion en el interior de dicho intervalo. Ademas, por subdivisiones sucesivas de ese intervalo

se obtienen “aproximaciones por defecto” y “aproximaciones por exceso”, cada vez mejores, de
esa solucion. (Ver al respecto el Método de Biseccién en la Seccion 4.4).

Nota 2: Bernard Bolzano fue un matematico checo que vivio entre los siglos XVIII y XIX.

Ejemplo: La ecuacion|cos x = x| es equivalente a [x — cos x = (|, que es de la forma |[f (x) = 0],

siendo la funcion f(x) = x — cos x , continua en todo R (por ser “elemental” de dominio R).
Ademas, observamos que en el intervalo [0, /2], donde la funcion es continua, se tiene f(0) =

0—cos0=-1<0 ysetiene f(n/2) =m/2 — cos (g) = /2 > 0. Por tanto, el Teorema de

Bolzano nos asegura que la ecuacion dada inicialmente tiene al menos una solucién ¢ compren-

dida entre 0 y m/2. Para hallar algan valor numérico aproximado de esa solucion c, habria que

aplicar el mencionado Método de Biseccion a este caso (con dicho método se pueden lograr tantas
cifras decimales exactas de la solucién ¢ como queramos).

Si dibujamos las graficas de las funciones basicas y = cosx e y = x , vemos que se cortan una

sola vez en un punto P del plano cuya abscisa es el valor ¢ intermedio entre 0 y w/2 mencionado

anteriormente, con lo cual vemos graficamente que esa sera la unica solucion de la ecuacion

cos x = x dada. (En efecto, los posibles puntos de corte de dos graficas se obtienen analitica-
mente resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas definido por las ecuaciones
de dichas graficas, que en este caso son y = cosx e y = x ; lo cual conduce en este caso, por
el método de igualacion, a resolver la ecuacidon cos x = x dada inicialmente, que nos dara los
valores de x de esos puntos de corte).
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|Observacic')n importante sobre el Teorema de Bolzano|: Las condiciones de continuidad en [a , b]

y de signos diferentes en los extremos del intervalo no son necesarias para la existencia de algun
punto ¢ en (a,b) donde la funcién se anule, pues hay ejemplos donde falla una de esas condi-

ciones o incluso ambas y sin embargo existen uno o varios puntos interiores del intervalo donde
la funcion vale cero. Por tanto, ambas condiciones de la hipotesis del teorema solamente son
“condiciones suficientes” (las cuales nos garantizan el cumplimiento con seguridad de la tesis
del mismo). (Ver al respecto la Seccion 10.2).

Ejemplo 1: La funcién f(x) = x2 —4x + 3 = (x — 1) - (x — 3) es continua en todo R, luego lo
sera en el intervalo [0, 4], pero no cambia de signo en sus extremos pues f(0) = 3y f(4) = 3.
Y sin embargo, la ecuacion x? — 4x + 3 = 0 tiene dos soluciones interiores al intervalo [0 , 4]:
|C1 = 1|Y|C2 = 3|-

Ejemplo 2: Sea la funcion “definida a trozos” en todo R asi: f(x) = x2, si x € (=00 ,—1/2) ;
f(x) =senx,six €[-n/2,3n/2]; f(x) =x,six € (3m/2,+). Pues bien, esta funcion
no es continua en el intervalo [—2 , 5], pues en dicho intervalo estan los puntos —m/2 = —1°57 y
3m/2 = 4’71 donde la funcién dada no es continua al tener “limites laterales” diferentes (ver Nota
a continuacion), y sin embargo la funcion se anula en dos puntos interiores del intervalo [—2 , 5]:

lc; = 0], pues £(0) = sen 0 = 0, y también [c, = 7], pues f () = senm = 0.

Nota: En el punto —mt/2 se tiene

x)= lim x2=' = llm senx = sen(—m/2) ==1
L L 1 LSS IR (=/2)
luego f(x) no tiene “limite ordinario” en el punto x = —m/2 .
Y en el punto 31/2 se tiene
x—>(3n/2)—f( x) = x—>(13!7r1¥}2)— senx = sen (3ﬂ/2) ==1 x—>(13!7r'tr}2)+f( x) = x—>(13!7r1¥}2)+x - IBE'

luego f(x) no tiene “limite ordinario” en el punto x = 3m/2 .

TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS: Si la funcién f(x) es continua en un intervalo
cerrado [a, b], dicha funcidn alcanza en ese intervalo todos los valores reales intermedios entre

f(a) v f(b), supuestos diferentes. Es decir, que si m es un valor real cualquiera que cumpla
f(a) <m < f(b) o bien f(b) <m < f(a), existe al menos un punto x = ¢ en el interior del

intervalo [a , b] que cumple .

Es una consecuencia del Teorema de Bolzano.

Este otro Teorema también suele expresarse para un intervalo cualquiera / (no necesariamente ce-
rrado ni acotado) diciendo que “si una funcién es continua en /, entre dos cualesquiera de sus va-
lores alcanza todos los intermedios” (resultado mas general que el anterior pero basado en el
mismo). Pues si dos de sus valores diferentes en I son f(a) y f(b), considerando la restriccion
de f al intervalo [a, b] (si es a < b) o al intervalo [b,a] (si es b < a) y aplicandole a esa res-
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triccion el Teorema anterior, resultard que f alcanzara en ese intervalo [a , b] o [b, a] (contenido
en /) todos los valores intermedios entre los dos dados.

Y lo anterior implica otro resultado muy importante: “La imagen de un intervalo /, producida por
una funcién continua en dicho intervalo, es siempre otro intervalo”, pues los intervalos son los
unicos conjuntos de nameros reales que incluyen todos los valores intermedios entre dos cuales-

quiera de ellos.

Nota: Lo anterior incluye todo tipo de intervalos. Asi, para la funcion y = x? continua en R, la

imagen del intervalo [—3, 1] es el intervalo [0, 9] , también la imagen de (—o0 , +0) es [0, +o0)
y también la imagen de (—4, —2] es [4, 16). De igual modo, para la funcion y = 2* continua en

R, la imagen de (—o,0] es (0, 1] y también la imagen de [0,3) es [1,8). Y para la funcion
y = tag x continua en (—m/2,m/2), la imagen de ese intervalo es (—o ,+00) y también la

imagen del intervalo [7/6,7/3] es [1 /N3 ,\/§]. (Ver lo dicho anteriormente sobre las graficas

2

de las “funciones basicas” y = x*, y = 2¥ ¢ y = tanx que aparecen en la Seccion 2.2).

TEOREMA DE BOLZANO-WEIERSTRASS: Si la funcion f(x) es continua en el intervalo ce-
rrado [a , b], hay algin punto x; del intervalo donde la funcién tomard su valor més pequefio m
y hay algun punto X, del intervalo donde la funcidén tomara su valor mas grande M.

O sea, existen x; y x5 en [a, b] (no necesariamente (inicos) que cumplen la relacion

m=f)<f) < flx) =M

para todo x del intervalo [a , b].

Nota 1: Habiamos dicho anteriormente que “la imagen de un intervalo I producida por una fun-
cion continua en dicho intervalo, es siempre otro intervalo”. Pues bien, de este ultimo Teorema
se deduce que “si [ es un intervalo cerrado y acotado, f(I) también serd un intervalo cerrado y
acotado”, pues siendo I = [a,b] se tendra f(I) = [m,M]. Asi, en los ejemplos de la nota
anterior, la imagen por y = x? de [-3,1] es [0, 9] y la imagen por y = tanx de [r/6,m/3] es

[1/V3,¥3].

Nota 2: Pero pudiese ocurrir que no siendo / cerrado o no siendo acotado vy siendo f(x) continua
en I, sin embargo f(I) sea cerrado y acotado. Por ejemplo, la funcion f(x) = sen x es continua

en el intervalo [ = (g, +o00 ) que no es cerrado ni es acotado y la imagen por f de dicho intervalo

es el intervalo [—1, 1] que es cerrado y acotado (en este caso, los valoresm = -1y M =1 se
alcanzan en infinitos puntos de I, por la periodicidad de la funcion seno; o sea, hay infinitos x;

donde se alcanza el valor m e infinitos x, donde se alcanza el valor M).

Nota 3: En el caso de que la funcién f(x) sea constante sobre el intervalo [a , b], los valores m 'y
M coincidiran (con lo cual, tanto x; como X, seran cualquier punto del intervalo).

Nota 4: Karl Weierstrass fue un famoso matematico aleman del siglo XIX.
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La definicién &, 6 del concepto de limite finito

(Este apartado ha sido agregado solamente para los que lo necesiten).

La definicion matematica rigurosa de que “el numero real L es el limite de la funcién f(x),
cuando x tiende al punto a" (escrito como sabemos lim f(x) = L), es la siguiente:
X—a

“Para todo real positivo € dado, existe algun niimero real positivo §, de forma que si x es un valor
perteneciente al dominio de f que cumpla 0 < |x — a| < §, se cumplira |f(x) — L| < €”.

O en version formalizada:

Ve>0,36>0:(x €Dom (f)y0<|x—al<d)=|f(x)-Ll<e

la cual se ve con frecuencia en los textos de Matematicas, sin distinguir si el lector es estudiante
de un Grado en Matematicas o es un estudiante de otro grado universitario que requiera solamente
cierta formacion matematica como base para sus estudios.

Como el autor de los contenidos de esta pagina web explico en sus objetivos iniciales, los mismos
estan orientados a este ultimo grupo de alumnos universitarios (los que requieren solamente cierta
formacion matematica basica). Por tanto, ha desechado en esta Seccidn utilizar desde un comien-
zo las definiciones matematicas formales de los distintos tipos de limites (ahora hemos dado sola-
mente una, correspondiente al “limite finito en un punto”, pero hay también definiciones rigu-
rosas para todos los demas tipos de limites), estando seguro de que todo lo tratado se puede en-
tender mas facilmente de este modo, a pesar de la dificultad intrinseca del tema.

Nota: La condicion 0 < |x — a| < & implica que sea x # a (desigualdad del lado izquierdo), pero
alavezque -6 <x—a<d,osea,a— 06 <x < a+ 6 (desigualdad del lado derecho), lo cual
significa que x esté en el intervalo (a — & ,a + &) . Por tanto, para que pueda aplicarse esta

definicion es esencial que existan puntos del dominio de f tan cerca de x = a como se quiera

sin_coincidir con ese valor (porque § puede resultar arbitrariamente pequeiio al depender de ¢,

puesto que este valor podra tomarse tan pequefio como se desee).

Ejemplo: Comprobar que lirr% (x? —9) = -5, utilizando la definicién €, & .
X—

Dado un ¢ positivo cualquiera, habra que llegar a

IfC) —LI=1(x*=9) = (-5)| = |x* 4| <e

cuando tomemos |x — 2| menor que un cierto § positivo (dependiente de €) sin que seax = 2 (en
este caso el dominio de la funcién f(x) = x? — 9 es todo R, luego podemos despreocuparnos del
mismo).

Pero |x2 — 4| = [(x — 2) - (x + 2)| = |x + 2| - |x — 2| y si tomamos inicialmente § = 1, debe-
ra ser x mayor que 1 y menor que 3, pues el intervalo (2 — 8,2 + &) serd el (1, 3). Por tanto,
x + 2 serd mayor que 3 y menor que 5 (suponemos x # 2), con lo cual tendra que ser el valor
absoluto de x + 2 menor que 5. O sea, ya hemos logrado

X2 —4|=|x+2| " |x—2| <5 |x —2|
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Basta finalmente tomar 0 < |x — 2| < &/5 para que resulte |[x* — 4| < 5-|x —2| < &, como

queriamos (lo de 0 < |x — 2| es solamente para que sea x # 2). Es decir, debemos tomar un §
positivo menor o igual a £/5, ademas de tomarlo menor o igual a 1 (para que se cumpla también

la desigualdad |f(x) — L| < ¢). Por tanto, § tendra que ser menor o igual que el minimo de 1y
£/5 (obsérvese que si € se elije muy pequefio ese minimo sera £/5 y entonces § tendra que ser

menor todavia que ese &, con lo cual el intervalo (a — § , a + &) podra ser de longitud muy peque-

fia, viéndose que cuanto menor tomemos &, menor serd esta longitud; por ello se requiere que
haya puntos del dominio de f arbitrariamente cerca de x = a sin coincidir con este valor,

como habiamos dicho en los requisitos del dominio para que tenga sentido este limite (lo cual se
cumple en este caso porque el dominio de f es R).

En la definicion rigurosa, para que haya puntos x que cumplan todo lo dicho anteriormente, se
pone antes de la implicacion la condicion x € Dom (f)y0 < |[x —a| <6 .

Conclusion: Para todo € positivo dado (por pequefio que sea), existe algin § positivo (basta tomar
& menor que el menor de los dos valores 1y £/5), de modo que sies 0 < |x — 2| < § se cumplira
[(x2=9) —(-5)|<e.

Luego queda demostrado que lirr%(x2 -9)=-5.
X—
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