FORMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE

(Prerrequisito: Derivadas de funciones de una variable)

Introduccion formula de Taylor para polinomios

Entre las funciones reales de una variable real, las mas sencillas e importantes son las funciones
polinémicas, con forma explicita resumida y = B, (x), donde el segundo miembro es un cierto
polinomio de coeficientes reales (el subindice indica el grado n del polinomio).

Si queremos que esa funcidon polindmica vy = P, (x) tenga una grafica que pase por un determi-
nado punto del plano (a, b), podemos escribirla asi:

y=b+A-(x—a)+A4, - (x—a)> +4; - (x—a)i+...... +A, - (x—a)® (1)

siendo A4, A,, As, ...., A, ciertos nimeros reales (coeficientes que cambiaran de una funcion
polindmica a otra), con A, # 0 para que resulte de grado n. Obsérvese que asi serd siempre
. Veremos a continuacion como se determinan esos coeficientes 4; (i = 1,2,3 ...) para
cada funcién polinémica concreta.

Hay infinitas funciones con la forma anterior si el grado es mayor que cero. Pero solamente habra
una si pedimos que el grado sea cero (funcién constante y = b, cuya grafica es la recta horizontal
que pasa por el punto (a,b) del plano). Si el grado es uno, va habra infinitas funciones de la
formay = b + A; - (x — a), cuyas graficas son las infinitas rectas oblicuas que pasan por (a , b),
donde A; # 0 representa la pendiente de cada una. Si el grado es dos, habra una doble infinidad
de funciones de la formay = b + A; - (x — a) + A, - (x — a)?, cuyas gréficas son las infinitas
parabolas verticales que pasan por el punto (a, b), donde el coeficiente A, # 0 determinara si la
parabola es concava hacia arriba (cuando sea A, positivo) o concava hacia abajo (cuando sea A,
negativo). Y si el grado es mayor que dos, encontramos una multiple infinidad (triple infinidad,
cuadruple infinidad, etc...) de funciones polinémicas con graficas cada vez mas complicadas,
pero todas pasando por el punto (a, b).

Ademas, se tienen las siguientes propiedades de las funciones dadas en (1):

1) Las derivadas primeras de las infinitas funciones polindmicas mencionadas anteriormente se-
ran polinémicas de gradon — 1 y tienen la forma:

y =A;+24, (x—a)+343 - (x—a)? +44, - (x —a)®*+.....4+n4, - (x —a)* !

cumpliéndose [y'(a) = 4, =11-A,].

2) Las derivadas segundas de las mismas funciones seran de grado n — 2 con la forma:

y'=24,+6A4;-(x—a) +124, - (x —a)?*+.....+n(n— 1A, - (x —a)"* 2

cumpliéndose [y"'(a) = 24, = 2!+ A,|.

3) Las derivadas terceras de las mismas funciones seran de grado n — 3 con la forma:

y" =64; + 244, (x —a)+.....+n(n—1D(n—-2)4, - (x —a)"3

cumpliéndose [y"'(a) = 645 = 3! - A4.
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Etcétera...

Se entiende que, al seguir derivando la funcion polinémica inicial, resultaran nuevas derivadas
polinomicas de grados cada vez mas bajos (de unidad en unidad) hasta llegar a la derivada de
orden n que sera una funcién constante diferente de cero (polinomica de grado cero), teniéndose:

A : by Ad Ay
Estos valores y los tres anteriores nos permiten obtener los coeficientes A4, 4,,...., A, en funcién

de los valores de las derivadas en x = a de la funcion polindmica dada (supuestas conocidas esas
derivadas). Con lo cual, la funcién polindmica inicial (1) se podra siempre escribir asi:

v @) =4!-4) ; y

~y@+ 2D ey LD LD D (g
G 6(q (n
ys(! )-(x—a)5+y6(! )-(x—a)6+-- yn—(') x—-a)"

llamada “formula de Taylor completa para polinomios, relativa a un punto x = a cual-
quiera” (al segundo miembro se le llama “desarrollo completo de Taylor de la funcién poli-
némica dada, en el punto a”).

En resumen: Toda funcidén polindmica de grado n > 0 puede escribirse en la forma sefialada
anteriormente, siendo a cualquier namero real, con tal que se conozcan los valores de dicha fun-
cién vy sus derivadas sucesivas, hasta la de orden n inclusive, en el punto x = a.

Ejemplo: Sea la funcion polinomica y = 2x3 — 4x2 + x — 8 yseael punto a = —3.

La expresion de esa funcion segun la Férmula de Taylor anterior, en a = —3, se obtiene hallando
los valores y(—3), y'(—3), ¥"'(—3) e ¥'""(—3). (Solo se consideran estas tres derivadas pues el
grado es tres).

Tenemosy’ = 6x2 —8x+1,y"”" =12x —8ey’’ =12, conlocual y(—=3) = —101,y'(-3) =
79,y"(-3) = —44ey""'(-3) = 12.

Entonces la funcién dada se escribiré

y——101+— (x+3)—— (x+3)?%+ l-(x+3)3
que simplificadanosda: y = —-101+79-(x +3) —22-(x + 3)2 + 2 (x +3)3.

(Podemos comprobar que esta expresion es correcta, desarrollando (x + 3)? y (x + 3)3 y efec-
tuando las demas operaciones, con lo cual aparece como resultado final, ordenando segun po-
tencias decrecientes de x, la misma expresion dada inicialmente para la funcion).

Formula de Taylor para otras funciones

Tenemos ahora una pregunta logica: ;Podra escribirse cualquier funcién f(x) de un modo ana-
logo? En primer lugar, se podran usar los valores de dicha funcion y de sus derivadas sucesivas
en un punto x = a solamente si los mismos existen, para lo cual x = a_tendra que ser “punto
interior” del dominio de la funcién y esta tendra que ser “derivable sucesivas veces” en dicho
punto (al menos, hasta la derivada de un cierto orden n).

Sabemos que las funciones polindémicas son derivables sucesivas veces en cualquier punto, lle-
gando siempre a una derivada constante no nula y luego las demas derivadas sucesivas seran cero
(la derivada constante no nula sera siempre la n-sima, siendo n el grado del polinomio).
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Pero hay muchas otras funciones que tienen derivadas sucesivas en un punto x = a., sin llegar
finalmente hasta una de mayor orden ni ser todas nulas a partir de una de ellas, con lo cual podria
quizas establecerse una férmula analoga a la del apartado anterior, usando la cantidad de deri-
vadas sucesivas que queramos en el punto x = a.

Por ejemplo, son asi todas las funciones basicas (tomando el punto x = a en el interior de sus
dominios respectivos), salvo la funcion identidad y las potenciales de exponente entero positivo
(porque son polindmicas), salvo las funciones radicales de indice impar cuando a valga cero
(porque no son derivables en dicho punto) y salvo la funcién valor absoluto (porque tampoco es
derivable en a = 0 y porque en los demds puntos se comporta como x 0 como —x, que son
polindmicas).

Pero también hay muchas otras funciones que tienen solamente un ntimero finito n de derivadas
sucesivas en algun punto x = a interior de su dominio. Y para esas funciones podriamos obtener
quizas desarrollos de Taylor analogos en ese punto, pero el orden de esos desarrollos seria siem-
pre menor o igual que n.

Ahora bien, si una funcion f(x) no es polinémica, es imposible que coincida con un desarrollo
similar el visto en la “formula de Taylor de un polinomio relativa a un punto x = a” (por
muchas derivadas sucesivas que posea la funcion en dicho punto), va que dicho desarrollo sera
siempre un polinomio de grado menor o igual que n (siendo n el orden de la ultima derivada
de f(x) que hayamos incluido).

Consecuentemente, una funcion f(x) no polinémica que tenga derivadas sucesivas hasta la de
orden n en un punto x = a, se podra expresar a través de “su polinomio de Taylor de orden
n_en el punto x = a” (analogo al desarrollo establecido para las funciones polinémicas, utili-
zando los valores f(a), f'(a), f"(a), f"'(a), ...., f ™(a), en vez de las derivadas del polinomio),
siempre que le sumemos a ese desarrollo analogo alguna otra funcion que sera no poling-
mica v a la cual podremos llamar “término complementario de Taylor de orden # en el punto
X = a” o “resto de Taylor de orden n en el punto x = a”.

O sea, si llamamos P, (x — a) al “polinomio de Taylor de orden n de la funcién f en el punto

x = a” y llamamos R,(x — a) al correspondiente “resto de Taylor de orden n de la funcién f
en x = a”, tendremos en general:

) =PR(x—-—a)+R(x—a) (2

Y en el caso particular en que f(x) sea polinémica de grado n, P, (x — a) ser4 ““el desarrollo com-
pleto de esa funcidn polindmica en el punto a” que dimos anteriormente en (1) v R,,(x — a) sera
en este caso la funcion cero.

Pero si el orden m del “polinomio de Taylor” que queramos obtener es menor que el grado de la
funcién polinémica P, (x), o sea cuando tengamos m < n, “el polinomio de Taylor de orden m”
ya no sera “el desarrollo completo de esa funcidén polindmica en el punto a” y entonces “el resto
de Taylor de orden m” no sera la funcién cero (sera en este caso otra funcion polindmica, pues
suma o resta de polinomios es siempre otro polinomio).

Obsérvese, finalmente, que si sustituimos al incremento x — a por una nueva variable h, la expre-
sion general (2) obtenida anteriormente pasa a ser

If(a+h) = P,(h) + R,(h)| (donde h es la nueva variable independiente) (nueva (2))

expresion cuyo segundo miembro queda escrito en forma mas sencilla.
Por ejemplo, paran = 3y a = 5, si el polinomio P3(x — 5) fuese 7 — 3(x — 5) — 2(x — 5)% +
(x — 5)3, el polinomio P;(h) seria 7 — 3h — 2h? + h3 (de escritura més sencilla).
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Tenemos asi el muy importante Teorema siguiente:

TEOREMA DE TAYLOR: Si f(x) es una funcion que tiene derivadas sucesivas hasta la de or-
den n inclusive en un entorno de un punto x = a interior de su dominio, siendo ademas f(x)

continua en x = a, se tiene:

"

(n
3fa)h3+....+—f n(,“) 4+ oY) (3)

fla+h =f@+I@p+ L0241

donde la variable h representa un incremento cualquiera (positivo, negativo o cero) de la variable
independiente x, con la tinica limitacion de que a + 4 pertenezca al dominio de f(x). Y donde la
funcion o(h™), es “el resto de Taylor de orden n de f en el punto a”, que es un infinitésimo de
. ., o(h®
orden superior a n cuando h = 0. Es decir: lim o) — o .
h—0 h"

En la expresion (3), el polinomio P, (h) que aparecia en la nueva (2) de la pagina anterior esta
formado por todos los términos del segundo miembro salvo el ultimo y el resto R, (h) es la fun-
cién o(h™) que aparece como tultimo término.

A esta funcidn se le llama “resto de Taylor de orden n de f en el punto a en forma infinitesimal”,
porque este “resto de Taylor” admite otras formas (en el ultimo apartado veremos una muy im-
portante que se llama “forma de Lagrange” del resto).

Nota 1: Justamente, la notacion o(h™) significa que este “resto de Taylor de orden n” es un infi-

L, . ., ,  o(h™ .
nitésimo de orden superior a n cuando h — 0, cumpliéndose entonces élT{)l ;n ) = 0, como dice
-

el Teorema. (Ver Seccion 3.4 al respecto).

Nota 2: En muchas ocasiones la continuidad de la derivada n-sima en el punto x = a es conse-
cuencia de la existencia de la derivada siguiente en ese mismo punto. En particular, esto sucede
siempre con las funciones que admiten infinitas derivadas sucesivas en el punto considerado, co-
mo todas las basicas en los puntos interiores de sus dominios, salvo las radicales de indice impar
en a = 0y la funcidn valor absoluto también en a = 0 (porque no son derivables en dicho punto).

Nota 3: Brook Taylor fue un matematico inglés de la transicion del siglo XVII al siglo XVIII.

|Nomenclatura usua]]:

1) La expresion (3) dada en el Teorema anterior se llama “férmula de Taylor de orden n co-
rrespondiente a la funcion f(x) en el punto x = a, con resto en forma infinitesimal”. Y cuan-
do aplicamos esta formula a una funcidn concreta en un punto determinado, decimos que estamos
obteniendo “el desarrollo de Taylor de orden n para dicha funcidén en ese punto, con resto en for-
ma infinitesimal”.

2)Sies a = 0, la anterior férmula de Taylor se denomina “férmula de Maclaurin”.

1 (n
Y el polinomio P,(h) = f(0) + fl—('o)h +..... + fomhn se llama “polinomio de Maclaurin de
orden n correspondiente a la funcién f(x)”.

Nota: Colin Maclaurin fue un matematico escocés que vivio entre el siglo XVII y el siglo XVIII
(algo mas joven que Brook Taylor).

Observaciones importantes:
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1) El grado del polinomio P, (%) serd n solamente si f ™(a) # 0. En caso contrario, su grado sera
menor. Por eso no debe llamarse “polinomio de Taylor de grado n” sino “polinomio de Taylor de
orden n” (se refiere al orden de la ultima derivada que interviene en su expresion).

2) El valor del polinomio P, (%) para h = 0 es f(a), que coincide con el valor del primer miembro
f(a + h) para el mismo 4 = 0, con lo cual el resto valdra cero para h = 0. Pero ademas, las
derivadas sucesivas de ese polinomio para h = 0, hasta la de orden n inclusive, coinciden con las
derivadas correspondientes de la funcioén f(a + /), también para s = 0.

En efecto, la derivada primera de P,(h) = f(a) + fl(?) ‘h+1 2(:1) h2 41 3(,‘1) “h3+ - es

f'@ , '@ '@ 7 :
THLAETE h + T h? + -+, que parah = 0 da .Y la derivada segunda de P, (h) es

f”(a) ' (a) _ " . .
5t h+--,queparah =0da . Etc... Y las derivadas sucesivas de f(a + h)

1!
respecto a la variable h, al ser funcion compuesta, se obtendran derivando la funcién externa (f)

y multiplicando siempre por la derivada de a + h que es 1. Por tanto, esas derivadas sucesivas

serén f'(a + h), f"'(a + h), etc... , que para h = 0 nos dan[f’(a)|, , etc...

3) Lo dicho en el apartado anterior hace que las funciones f(a + h) y P,(h) sean casi iguales
cuando tomamos valores de h muy cerca de cero (valores de h positivos o negativos pero con
valores absolutos pequefios; cuanto mas pequefios mas parecidas), con lo cual las formas que
tienen las graficas de f(a + h) v P,(h) seran casi coincidentes muy cerca del punto h = 0. Ese
es el motivo de que el resto o(A™), que es la diferencia entre f(a + h) y P, (h). sea una funcién
que tiende a cero rapidamente cuando h — 0 (y desde que |h| sea menor que 1, tanto més rapi-
damente cuanto mayor sea n, porque h™ tiende a cero mas rapidamente cuando n crece).

4) Por lo tanto, para valores pequeiios de |h| puede usarse la siguiente “aproximacion de
Taylor de orden n de f(a + h) en el punto x = a”:

[ [ (n
fla+hm~f@+2n+ 024+ )

1

donde el error cometido al usarla es el valor eliminado de o(4™) ., desconocido pero que sera muy

pequefio cuando |h| lo sea (tanto mas pequefio cuanto menor sea |4| y, para valores de |h| menores
que 1, también tanto mas pequefio cuanto mayor sea ).

5) Si |h| es suficientemente pequeiio, puede estimarse que dicho error cumple la acotacion

lerror] = lo(F™)| < |h" = |r]Y  (5)

. o(h" . .
pues, al ser %zrrol ;n ) =0 , ocurrira que el valor absoluto del numerador sera menor que el valor
-

absoluto del denominador, cuando |h| sea suficientemente pequefio.

Pero no se sabe en cada caso particular a partir de qué valores de |h| empieza a ocurrir lo dicho
anteriormente (hay una evidente incertidumbre). Por ello se habla de que |h|™ es una “posible”
cota superior del error cometido en valor absoluto (la cota es tanto mas segura cuanto menor
sea el valor absoluto del h utilizado, y, para |h| < 1, la cota serd mas segura también cuanto
mayor sea n).

Nota: Para |h| suficientemente pequefio, tendremos |error| < |h|™ , con lo cual se cumplira
—|h|™ < error < |h|™ (propiedad del valor absoluto). Y como el error cometido es la diferencia
entre el valor exacto de Ia funcioén, f(a + h), y el valor aproximado obtenido, B, (h). se podra es-
cribir —|h|" < f(a + h) — B,(h) < |h|™ , y sumando P, (h) a los tres miembros de la doble
desigualdad anterior, se tiene la doble acotacion siguiente:
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B,() — " < fla+h) <P, (W) + | (6)

O en palabras:

valor aproximado obtenido — cota < valor exacto < valor aproximado obtenido + cota]

(lo cual ocurre cuando |h| sea suficientemente pequeiio para que la cota sea valida) y si la cota es
muy pequefia, la doble acotacion anterior nos permitira tener una idea bastante aproximada de
cual es el valor exacto, pudiendo entonces escribirlo con algunas cifras decimales seguras o exac-
tas. (Ver mas adelante apartado ¢) del ejemplo 1 y apartado a) del ejemplo 2).

6) Las expresiones (3) . (4) v (5) aparecen muchas veces en los textos con variable x y no con va-
riable h. Se trata de aplicar a las tres formulas el cambio de variable a + 4 = x, con lo cual se tie-
neh=x-—a.

Asi la formula de Taylor (3) se vera escrita asi:

F) = F@+ Q0 —a) + 2D —y2g 4+ LD yn g o[(x — @)™

1! 21 nl!

y de modo similar se escribe la correspondiente formula de aproximacion (4). que es como la an-
terior suprimiendo el resto v cambiando el signo = por el signo = (aproximado).

Asi mismo, la acotacion (5) pasa a ser |lerror| < |x — a|", para valores de x suficientemente

proximos al punto a (|x — a| = |h|, luego si x estéa cerca de a, serd pequefio |h|).

Ejemplo 1: Sea f(x) = Inx. Tenemos f'(x) = x~; f'(x) = —x72; """ (x) = 2x73; f*(x) =
—6x~*, etc... Por tanto, existen derivadas sucesivas de f(x) en todo su dominio (0, +o0) hasta
el orden que queramos, y cada una es continua por existir la siguiente. Por tanto, podremos hallar
el desarrollo de Taylor de cualquier orden para la funcién in x en cualquier punto de su do-

minio (0, +0). con resto en forma infinitesimal.

Hallemos el desarrollo de orden 3 en el punto a = 1. Un entorno de este punto, donde existen
todas las derivadas de la funcion, podria ser el intervalo (0, 2).
Tenemos f(a) =m1=0; f'(a)=1"1=1; f'(a)=-12=-1,y f"(a) =2-173 = 2.
Por tanto, ¢l desarrollo de Taylor (3) sera:

— 1 -1,2 , 2,3 3
ln(1+h) = 0+;h+?h +;h +O(h )

siendo el correspondiente polinomio de Taylor de orden 3: P3(h) = h — %hz + §h3. Por tanto,

para valores de /4 suficientemente pequeiios en valor absoluto, vale la aproximacion (4) que es:

In(1+h) ~ h——~h* +2h°

de modo que una posible cota superior del valor absoluto del error cometido al aplicar la formula
anterior sera |h|3, como nos indica la formula (5), para valores de h suficientemente pequefios en
valor absoluto.

Calculemos algunos valores usando la aproximacion de Taylor anterior:

a) Para obtener un valor aproximado de In 1’3 mediante la formula de aproximacién anterior,
habra que tomar h = 0'3 y entonces In1'3 ~ 03 — %0'32 + %O' 33 = 0’264, cometiendo posi-

blemente un error en valor absoluto menor que |0’3|3 = 0°027. (El valor exacto de In 1’3 dado
por una calculadora es 0°262364..., con lo cual el valor absoluto del verdadero error cometido es
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0’0016... y vemos que es bastante menor que la posible cota 0°027, a pesar que |h| no es muy
pequeiio).

b) Para obtener un valor aproximado de {n 0’8 mediante la misma féormula habra que tomar 2 =
—02yserd 0’8~ (—02) —1(-02)" +1(-02)” = — 0°22266666....., cometiendo po-
siblemente un error en valor absoluto menor que |—0'2|3 = 0°008. (El valor exacto de In 0’8

dado por una calculadora es — 0°22314355..., con lo cual el valor absoluto del verdadero error
cometido es 0°0004768... y vemos que es menor que la posible cota 0°008).

¢) Para obtener un valor aproximado de In1'01 se tendra que usar un valor de 4 notablemente
mas pequefio que los anteriores (b = 0'01), con lo cual el error cometido sera mucho menor que

antes. En efecto, se tiene iIn1'01 =~ 001 — %0'012 + %0'013 = 0°0099503333.... , cometiendo

posiblemente un error en valor absoluto menor que 0'01% = 0°000001. (El valor exacto del loga-
ritmo neperiano de 1°01 es 0°0099503308..., coincidente hasta la octava cifra decimal con el va-
lor aproximado anterior, de donde concluimos que el valor absoluto del verdadero error come-
tido es inferior a la posible cota 0°000001).

d) Para obtener un valor aproximado de In 3 no debe usarse la formula de aproximacién de Taylor
anterior, pues habria que tomar un valor de h demasiado grande (h = 2), con lo cual el error
cometido podria ser grande (en efecto, la formula (5) nos diria que en este caso |error| < 23 =

8). Y la férmula (4) nos da: In3 ~ 2 — % 22 + % 23 = 2°66666... , pero el valor exacto es

In3 =109861... (muy diferente). Sin embargo, se sigue cumpliendo la acotacion del error co-
metido, ya que dicho error en valor absoluto vemos que es exactamente 1°5680... , que resulta
ser menor que |h|3 = 8. Pero esto es muy poco practico, pues decir que “el valor absoluto del
error cometido al calcular In 3 es menor que 8” nos estara indicando que In 3 sera algin valor
comprendido entre el nimero 2°666 — 8 = —5’334 y el numero 2’667 4+ 8 = 10°667: {Gran in-
certidumbre!. (Ver doble acotacion (6) dada en la pagina anterior).

¢) En cambio, una buena aproximacién de In 3 resultard usando alguna férmula de aproximacion
de Taylor referida al punto x = e, ya que la diferencia entre 3 y e es pequefia: h = 0°2817...
(como es menor que 1, podriamos utilizar un polinomio de Taylor de orden mayor que 3 para
mejorar dicha aproximacion, o sea, para disminuir el error cometido). Por ejemplo, tomemos para
aproximar [n 3 el polinomio de Taylor de orden 5 de la funciéon In x en el punto x = e, que es

1 1 1 1 1
Ps(hy=1+=-h——-h?+—-h3——-h*+—"-h%. Conlo cual:
e 2e2 3e3 4e% 5e5
0’28 0’0784 . 0021952 000614656 , 00017210368
n3~=1+—-— -
e 2e? 3e3 4e* 5e5

donde hemos tomado h = 0°28 para facilitar los calculos (lo cual empeora la aproximacion). Y si

el valor anterior lo obtenemos tomando la aproximacion por defecto 2’71828 del nimero e (nuevo

empeoramiento), se obtiene el valor aproximado 1°09803964... . muy cercano al valor exacto de

In 3 dado por una calculadora que es 1’09861228... , cometiéndose asi un error en valor absoluto

de 0°0005726..., con lo cual comprobamos que ¢l mismo es bastante menor que la cota del

error que s |h|°> ~ 0'28° = 0°001721036...

Y en caso de no conocerse el valor exacto de In 3, utilizariamos la doble acotacion de la pag. 6:
1°09803964 — 0°00172104 < valor exacto < 1°09803965 + 0°00172104

es decir, 10963186 < valor exacto < 109976069

con lo cual podemos escribir |[n3 = 1’09 con todas las cifras exactas.

Ejemplo 2: Sea f(x) = e* y el punto x = 0 interior de su dominio. Tenemos derivadas sucesi-
vas de esta funcion hasta el orden que queramos, siendo todas ellas iguales a la propia funcion.
Todas son continuas, luego podremos hallar el desarrollo de Maclaurin de cualquier orden para
esta funcién con resto en forma infinitesimal (es de Maclaurin por ser en a = 0).
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Hallemos, por ejemplo, el desarrollo de orden 3: Tenemos f(0) = f'(0) = f"'(0) = f""'(0) = 1.
Por tanto, el desarrollo de Maclaurin sera como el de Taylor (3) pero utiliza a = 0:

0+h — 1 1,2 1,3 3
(54 —1+;h+;h +;h +O(h)

luego, para || suficientemente pequefio, vale la aproximacion de Maclaurin (4):

2 3
e~ 1+ h+ S+
2 6

Calculemos algunos valores aproximados usando la formula anterior:

a) Para h = 02 tenemos: €%2 ~1+072+ % + &608 = 1°22133333... El valor exacto de e°2

es 1°22140275... , luego el valor absoluto del verdadero error cometido es 0°0000694... , que
resulta mucho menor que la posible cota |h|® = 0’23 = 0°008.

Pero si no conociésemos el valor exacto de eolz, dando por buena la posible cota 0’008,
utilizariamos la doble acotacion (6) de la pag. 6 que nos dice:

1722133333 — 0°008 < %2 < 1°22133334 + 0°008

es decir, 1°21333333 < €2 < 1722933334 , de donde podemos escribir [e°'2 = 1°2 con
todas las cifras exactas.

b) Paras = — 0'3 tenemos: e~ 03 ~1-03+ % - &627 = 0°7405. El valor exacto de e~ °3
es 0°74081822..., luego el valor absoluto del verdadero error cometido es 0°00031822..., que

resulta mucho menor que la posible cota |h|> = 033 = 0°027.

¢) En cambio, para 4 = 2 (muy grande) se tiene el valor de la funcién e? = 7°38905609... ,y se
2
tiene el valor aproximado 1 + 2 + 27 + % = 6°33333333... (como vemos, se parecen muy po-

co). Sin embargo, se sigue cumpliendo la acotacion del error cometido, ya que el verdadero error
en valor absoluto es 1°0557227... que resulta menor que |h|3 = 8.

Pero en este caso, si no tuviésemos el valor exacto dado por la calculadora, no podriamos saber
el verdadero error cometido en valor absoluto. Y, atin dando por valida la acotacion del mismo
por el valor 8, tendriamos que 6’3333 — 8 < valor exacto < 6’3334 + 8, o sea que tendriamos la
doble acotacién 0 < valor exacto < 14’3334 (pues sabemos que el valor buscado es positivo), la
cual en la practica no sirve para nada. (Ver doble acotacion (6) dada en la pag. 6).

Desarrollos de Maclaurin de algunas funciones importantes

Terminamos dando los desarrollos de Maclaurin (@ = 0) de algunas funciones importantes, con
restos en forma infinitesimal. Estos desarrollos se usan con mucha frecuencia y pondremos en to-
dos ellos h sustituido por x, pues h =x —a yaquiesa = 0.

Desarrollo de orden n de la funcién y = e*:

X — x x % xn n
e —1+1'+2'+2'+ ......... +n+o(x)

Desarrollo de orden 2n + 1 de la funcidén y = sen x:

3 5 7 2n+1
X X X X n X
senx = — o+t +(-1)

+ 0(x2n+1)

(2n+1)!
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Desarrollo de orden 2n de la funciéon y = cos x:

. x2 x4 x6 xZn 2
cosx =1——+——+...... +(—1)"@+o(x ™
Desarrollo de orden n de la funcién y = In(1 + x):
xz  x3  x* x™
In(1+x)=x——+—7-"+...... +(=D" =+ o(x™)

Desarrollo de orden n de la funciony = (1 + x)*. cona # 0y a # 1:

(1+x)% = (g) + (61{) x+ (g) x? + (qu) x34+.. + (g) x™ + o(x™)
Siendo los llamados “ntimeros combinatorios”: (g) =1, ((I) =a, (g) = %'_1) , (g) =
a-(a-1)- (a-2) (a) _ a-(@-1-(@-2)(@=3)- .. -(a-n+1) '
—r oy - .

Desarrollo de orden 2n + 1 de la funcidén y = arc sen x:

+ O(x2n+1)

1 3 3 5 15 7 1-3-5(2n—1) 2N+l
arcsenx =x+-x"+—x>+—x"+--+ .
6 40 336 2-46(2n)  2n+1

Desarrollo de orden 2n + 1 de la funcidén y = arc cos x:

T 1 3 15 1-3:5-(2n—-1) x2nt1
arccosx=E—x——x3——x5__x7_..._ ( ),

+ 0 x2n+1
6 40 336 2:46(2n)  2n+1 ( )

Desarrollo de orden 2n + 1 de la funcién vy = arc tan x:

3 5 7 n+1
x x X x
arctanx=x—T+?_7+...+(_1)n

2
2n+1

+ O(x2n+1)

Observaciones:

1) Los desarrollos de y = sen x, y = arc sen x ¢ y = arc tan x incluyen solamente potencias
impares de x (porque se trata de funciones impares).

2) El desarrollo de y = cos x incluye solamente potencias pares de x (porque la funcion es par).

3) Los demas desarrollos incluyen potencias pares e impares de x (porque no son funciones pares
ni_impares). El de y = arc cos x incluye la constante /2 (corresponde a la potencia x° de
exponente par) y el resto de términos incluyen potencias impares, luego no es par ni impar).
Ademas, se ve claramente la identidad |arc sen x + arc cosx = /2.

4) Las expresiones (—1)™ o (—1)™*1 corresponden al signo que lleva el altimo término que apa-
rece en algunos desarrollos.

Resto de Taylor en la forma de Lagrange
En los casos en que la funcidn f(x) admita hasta la derivada de orden n + 1 en un cierto entorno

del punto x = a, se demuestra que “el desarrollo de Taylor de orden n correspondiente a dicha
funcion en el punto x = a” (3) puede escribirse en la siguiente forma:
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_ fr@ L@ g O @) ntt
fla+m) =f@+=7=h++— ="' +—""5—"h (6)

donde el ultimo término es una nueva expresion del “resto de Taylor de orden n de la funcion
f(x) en el punto a”, llamada “forma de Lagrange del resto”, en la cual @ es algtin valor des-
conocido entre 0 y 1.

Nota 1: El punto a + h debera estar en el entorno de x = a donde se supone existente la derivada

de orden n + 1 de la funcién f(x). pues el punto a + 8 - h (donde se utiliza) es siempre algiin

punto intermedio entreaya+ h (siesh > 0)oentrea+ hya (siesh <0).

En efecto, al ser 0 < 8 < 1, setiene 0 < 8 - h < h si es h positivo, luego tenemos
a<a+60-h<a+h (parah>0)

con lo cual vemos que el punto a + 6 - h es algin punto intermedio entre a y a + h.

Y si es h negativo tendremos 0 > 8 - h > h, o sea, sera h < 6 - h < 0, luego se tiene
a+h<a+60-h<a (parah<0)

que demuestra que el punto a + 8 - h sigue siendo alguno intermedio entrea + hy a.

Nota 2: El punto desconocido a 4+ 8 - h muchas veces se representa con la letra ¢. Entonces, si h

es positivo se cumplird ja < ¢ < a + h|y si h es negativo se cumplird ja + h < ¢ < a|, quedando

sustituida la derivada de orden n + 1 en dicho punto ¢, con lo cual “el resto de Taylor de orden
n en la forma de Lagrange” quedari asi:

(n+1
R, (h) = f(Tl()C,) - h™*1| con variable h

(siendo ¢ alglin punto intermedio entre a y a + h o bienentre a + h y a)
o bien,

(n+1
R,(x —a) = ! (n+1()c') - (x — @)™ con variable x

(siendo c alglin punto intermedio entre a y x o bien entre x y a)

donde la ultima expresion se obtiene sustituyendo h por x — a, en cuyo caso serd|ja < ¢ < x|para
los x mayores que a, o bien [x < ¢ < a| para los x menores que a.

Nota 3: La forma de Lagrange para el resto es aplicable obviamente a los desarrollos de Maclaurin
(donde es a = 0, si se cumple la existencia de derivadas hasta el orden n + 1 inclusive en un
entorno de dicho punto). Y, desde luego, puede aplicarse a las funciones que tienen derivadas
sucesivas de cualquier orden en el punto x = a (pues la existencia de f™*+2(a) implica que
F™*1(x) tenga que estar definida en un cierto entorno de x = a, que es lo que se exige para
utilizar la forma de Lagrange).

Nota 4: La ventaja de usar esta nueva forma del resto de Taylor (o del resto de Maclaurin) es que
podemos acotar mejor el error cometido cuando tomamos el valor del polinomio de Taylor (o
de Maclaurin) de orden n como aproximacion del valor de la funcién f(a + h). siendo |h| su-
ficientemente pequefio (en _general se obtienen cotas seguras y mas pequeiias). (Ver ejemplo
detallado a continuacion).

Y, en un gran nimero de ocasiones, esta nueva forma del resto permite asegurar su signo, con lo
cual sabremos si la aproximacién obtenida es “aproximacion por defecto” (cuando el signo del
resto sea positivo) o es “aproximacion por exceso” (cuando el signo del resto sea negativo). (En
el ejemplo que sigue se ve el signo negativo del resto).

Nota 5: Joseph Louis Lagrange fue un matematico italiano muy importante, que vivid en Francia
mucho tiempo entre el siglo XVIII y el siglo XIX.
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Ejemplo: Veamos de nuevo el ejemplo dado en la pag. 7 (apartado b):

Habiamos calculado alli una aproximacion de In 08, usando el desarrollo de Taylor de orden 3
de la funcion f(x) = Inx en el punto a = 1, con el resto en forma infinitesimal, para lo cual sus-
tituimos la variable h por — 0'2. Y asi obtuvimos la aproximacion [n0'8 = — 0°22266666... ,
siendo 0’008 una posible cota para el valor absoluto del error cometido. Ademas, usando el valor
exacto de In 0’8 dado por una calculadora y restandole el valor aproximado obtenido, llegamos a
la conclusion de que el verdadero error cometido (en valor absoluto) habia sido 0°0004768... ,
con lo cual pudimos ver que la posible cota obtenida era correcta (0°0004...< 0°008).

Pero si no hubiésemos sabido el valor exacto de In 0’8 (al no disponer de una calculadora con va-
lores de la funcién logaritmica), nos habria quedado la duda sobre la validez de la cota estimada
(porque no es segura, sino es una estimacion).

Sin embargo, suponiendo valida la cota 0’008, podriamos haber aplicado la doble acotacion (6)
de lapag. 6, con lo cual — 0°22266667 — 0’008 < valor exacto < — 0°22266666 + 0’008 , o sea,
— 0°23066667 < valor exacto < — 0°21466666 , llegando a la conclusion de que puede estimarse
n0'8=-102.

Veamos ahora el cambio que se produce al utilizar el mismo desarrollo de Taylor para obtener la
misma aproximacion, pero con el resto en la forma de Lagrange: Al usar el mismo polinomio de
Taylor, la aproximacion obtenida serd la misma.

Pero la acotacion del error cometido resulta diferente: Se tiene f (4(x) =—6x"", con lo cual
podemos escribir el resto de orden 3 en su forma de Lagrange para un h cualquiera asi:

—6-c %
Ry (h) = 64f -h*  (siendo sih < 0y siendo sih > 0)

4

Ahora ya sabemos como es el resto (que a su vez es el error cometido) a falta de conocer el valor
de c. En cambio, con la forma infinitesimal del resto solamente sabiamos que su valor absoluto
posiblemente fuese menor que 0’008 (mucha mas incertidumbre).

Asi, el verdadero error cometido en este caso sera el valor del resto anterior para 2 = — 0°2:
-6-c7* (-02)* 0'2*
error = 4'( > = — o (con0’8<c<1)

Entonces vemos que el error es negativo vy la acotacion del valor absoluto del mismo se podra
hacer ahora asi:

45

0'2* 0'2* 1 o2\ 1
lerror| = < =—|=
4-c* T 4-0'8% 4 \0'8

donde hemos sustituido ¢ por 0’8 (que es menor), con lo cual el factor c* del denominador habra
disminuido y, en consecuencia, el cociente habrd aumentado.

En conclusién, nos ha quedado |error| < 1/4% = 0°0009765... , o sea, hemos obtenido una nue-
va cota mucho menor que 0’008, lo cual es beneficioso porque asi sabemos que el verdadero error
cometido en valor absoluto es menor de lo que habiamos estimado inicialmente. Pero ademas
esta nueva cota es segura, porque se ha obtenido haciendo calculos correctos a partir de la forma
que tiene el resto. (Y efectivamente, el verdadero error cometido en valor absoluto, que habiamos
obtenido en la pag. 7 como 0°0004768... ., cumple ser menor que 0°0009765...).

Asi, al saber ahora que con seguridad el error cometido en el calculo aproximado es menor que
una milésima, podemos dar por ciertas las cifras que obtuvimos en la aproximacion hasta las cen-
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tésimas inclusive (ya que la cifra de las milésimas puede estar afectada de una unidad mas o una

unidad menos). Entonces, como la aproximacion que obtuvimos fue — 0°22266666..., podemos

estar seguros de que |ln 0'8 = — 0’22| con todas sus cifras exactas. (Y, efectivamente, la calcu-

ladora nos dice que el valor exacto es — 0°22314355... donde observamos que la cifra de las

milésimas, que era 2 en la aproximacion, es 3 en el valor exacto).

Notese, por otro lado, que la doble acotacion (6) de la pag. 6 nos dice en este caso:
—0°2226667— 0°0009765 < valor exacto < — 0°2226666 + 0°0009765

o sea, — 02236432 < valor exacto < — 0°2216901 , lo cual confirma lo dicho anteriormente.

En cambio, la cota de error 0’008 que habiamos obtenido usando la forma infinitesimal del resto
para este caso, al ser menor que 0’01, solamente nos permitia estimar la parte entera y la cifra de
las décimas de la aproximacion obtenida, o sea que la conclusion podria ser|ln 0’8 = — 0'2|(como

ya vimos al comienzo de la pagina anterior).

Pero hay algo mas: Como el resto de Taylor es negativo, el valor exacto de la funcioén es igual al
valor aproximado (dado por el polinomio de Taylor) mas algo negativo (el valor del resto), luego
la aproximacion obtenida es “por exceso” (mayor que el valor exacto). Por tanto, sabemos que el
valor exacto tendra que ser menor que — 0°22266666... (Y en efecto, sabemos que el valor
exacto es — 0°223143551...).

En cambio, cuando usabamos la forma infinitesimal del resto no podiamos saber el signo del
error, con lo cual no podiamos saber si la aproximacion obtenida era “por defecto” o “por exceso”.

En general, tenemos: [Valor exacto = valor aproximado + error cometidol (es lo que dice la férmula
de Taylor, donde el valor aproximado es el del polinomio utilizado y el error cometido es el valor
del resto correspondiente). Con lo cual, al poder saber el signo del resto, se sabra si el valor exacto
es mayor o menor que el valor aproximado: Si el resto es positivo tendremos el valor exacto ma-
yor que el valor aproximado, luego este es “por defecto” y si el resto es negativo tendremos el
valor exacto menor que el valor aproximado, luego este es “por exceso”.

En general, si |error| < K sin saberse el signo del error, se tendra:

aproximacion obtenida — K < valor exacto < aproximacion obtenida + K

(que es la misma doble acotacion (6) de la pag. 6).

Pero si |error| < K y sabemos que |error > 0|, de 0 < error < K se deduce:

aproximacion obtenida < valor exacto < aproximacion obtenida + K

Y si |error| < K, pero sabemos que ,de —K < error < 0 se deduce:

aproximacion obtenida — K < valor exacto < aproximacion obtenida

EN CONCLUSION: “La forma de Lagrange” permite conocer en muchos casos el signo del resto
de Taylor (o de Maclaurin), con lo cual sabremos si la correspondiente aproximacion obtenida es
“por defecto” o “por exceso”. Y, muy importante, siempre permite hallar una cota segura del
valor absoluto del error cometido, que suele ser menor que la estimada con la forma infinitesi-
mal del resto.

En cambio, al usar “la forma infinitesimal del resto” no tenemos que hallar la derivada de orden
n + 1 de la funcidn ni determinar la acotacioén del valor absoluto del resto (no siembre facil), pero
no sabremos el signo del resto vy la cota que tendremos no sera totalmente segura (y normalmente
resultard mas grande).
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Sin embargo, en la practica se usa mucho la forma infinitesimal del resto por su sencillez, pero se
supone que trabajaremos siempre con valores muy pequefios de |4| y también valores suficien-

temente grandes del orden n de la férmula.

NOTA FINAL: Es importante saber que los valores dados por las calculadoras cientificas para
las funciones bésicas se obtienen utilizando apropiados polinomios de Taylor o de Maclaurin de
las mismas (con n suficientemente grande y con valores de h suficientemente pequefios en valor
absoluto). Y en todos los casos, las aproximaciones obtenidas tienen exactas todas las cifras que
aparecen en la pantalla, pues los errores cometidos son muy pequefios y no les afectan.

Al respecto, recordamos que precisamente las funciones basicas, tienen desarrollos de Taylor en
cualquier punto interior de sus dominios, pudiendo utilizar dichos desarrollos con 6rdenes tan
grandes como se quiera, salvo los casos de y = x™ con n entero positivo (donde el orden maximo
de los desarrollos es n), los casos de y = 3/x con n entero impar mayor que 1 (donde se exceptiia
el punto a = 0, por no ser derivable la funcion) y el caso de y = |x| (la cual no es derivable en
a = 0y en el resto de puntos funciona como x o como —x).
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