METODOS NUMERICOS BASICOS

(Prerrequisitos: Limites y continuidad de funciones de una variable. Derivadas de funciones de
una variable. Integrales definidas)

Introduccion

Resumimos aqui métodos sencillos y muy bésicos para enfrentar algunos problemas que no tienen
soluciones basadas en las técnicas clasicas del Algebra o del Analisis Matematico, o que sus so-
luciones clasicas se obtienen por procedimientos demasiado laboriosos. Se llaman métodos nu-
méricos porque hacen uso de valores numéricos obtenidos por computadoras o calculadoras cien-
tificas a través de los correspondientes programas, a partir de determinados datos numéricos del
problema a resolver. Lo que hacen fundamentalmente los métodos es operar con esos datos nu-
méricos del problema, obteniendo normalmente algunos valores intermedios, para llegar final-
mente a la solucién exacta o a una solucion aproximada del problema, dentro de un determinado
margen de error prefijado. Por supuesto, cualquiera de los métodos numéricos esta basado en teo-
remas de las Matematicas, a veces muy especificos, y los métodos mas sofisticados requieren el
uso de computadoras de gran memoria y velocidad.

El conjunto de los métodos numéricos constituyen una parte sumamente importante de las Mate-
maticas que se llama Calculo Numérico o Analisis Numérico, donde aparecen cuestiones de Al-
gebra (como el calculo rapido de determinantes, la solucion eficiente de grandes sistemas de ecua-
ciones lineales o el calculo de autovalores de matrices) y cuestiones de Analisis Matematico (co-
mo la resolucion aproximada de ecuaciones, la interpolacion y la extrapolacion de funciones, el
ajuste de curvas, la diferenciacion numérica, la integracion numérica y la resolucion numérica de
ecuaciones diferenciales). Muchos de los mayores progresos tecnologicos actuales, entre los cua-
les cabe destacar los éxitos espaciales, se han logrado utilizando métodos del Analisis Numérico.

En este pequefio resumen s6lo veremos dos métodos de interpolacioén polinémica, dos métodos
de resolucién aproximada de ecuaciones y tres métodos para el calculo aproximado de integrales
definidas.

La interpolacién polinémica consiste en hallar el unico polinomio que pasa por un cierto nimero
de puntos dados en el plano con abscisas diferentes. Este problema puede resolverse por el método
clasico de “coeficientes indeterminados”, que conduce a un sistema de ecuaciones lineales com-
patible con solucion tnica, el cual puede resolverse por el “método de Gauss” o el “método de
Gauss-Jordan” (los cuales son programables y pueden considerarse también como métodos numé-
ricos). Pero hay otros métodos clasicos mas agiles, entre los cuales estan el “método de Lagrange”
y el “método de diferencias progresivas de Newton-Gregory”, los cuales pueden programarse y
veremos en el proximo apartado.

La resolucién de ecuaciones se refiere a obtener en forma aproximada una cierta solucion de una
ecuacion (muchas veces no polindmica), para la que no disponemos de una “férmula” que nos la
determine exactamente. Sabemos que las ecuaciones polindmicas de primer grado son todas reso-
lubles exactamente, despejando la incognita a través de operaciones faciles. Sabemos también
que las ecuaciones polinémicas de segundo grado son resolubles, después de llevarlas a una for-
ma ordenada, mediante una conocida “formula” que nos da exactamente sus dos soluciones, tanto
si son reales como si son imaginarias. Para ecuaciones de tercer grado ya no existe una “féormula
general”, como la anterior, que nos determine sus tres soluciones en cualquier caso; pero hay va-
rias formulas que resuelven diferentes casos particulares de dichas ecuaciones. Lo mismo sucede
con las ecuaciones de cuarto grado. Y ya para ecuaciones de grado cinco y superiores se sabe que
no hay modo de resolverlas usando radicales, salvo casos triviales. Pero existen ademas ecua-
ciones que no son polinémicas, como x —cosx =0, e* +x =0, x +Inx = 0, etc... para las
cuales tampoco hay una “formula” que las resuelva exactamente. Veremos para todas estas ecua-
ciones dos métodos de resolucion aproximada: El “método de biseccion” y el “método de
Newton-Raphson”.
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También sabemos que hay integrales indefinidas que no pueden resolverse usando “funciones
elementales”, mediante alguno de los “métodos generales de integracion” o una combinacion de
ellos. Y hay otras integrales indefinidas cuya solucion es larga o dificil. Con lo cual las corres-
pondientes integrales definidas no pueden calcularse exactamente aplicando la Regla de Barrow,
0 pueden resolverse por este procedimiento pero el trabajo de obtencidon de una cierta primitiva
es demasiado largo o incomodo. Sin embargo, sabemos que esas integrales definidas existen como
numeros reales (por ejemplo, si el integrando es una funcidon continua en el intervalo de
integracion). ; Como calcularlas entonces de un modo rapido? En la Seccion 4.2 vimos el “método
de los rectangulos” con tres variantes y el “método de los trapecios”, para obtener valores
aproximados de una integral definida. Pues bien, aqui recordaremos dichos métodos y daremos
uno adicional, llamado “método de Simpson”.

Métodos de interpolacién polinémica

En Algebra se demuestra el siguiente importante teorema.

TEOREMA: Dados n + 1 puntos del plano con abscisas diferentes (xq, Vo), (X1, V1), (X2, V2)
...... , (Xn, ¥n), existe un unico polinomio P, (x), de grado menor o igual que n, con la propiedad
de que P,(x9) =y, P(x1) =y1, B(x3) =y5 5...... , P,(x) = yp. Este polinomio se 1lama
“polinomio interpolador” correspondiente a los puntos dados.

O dicho de otro modo, hay una tnica funcion polinémica y = P, (x) cuya grafica pasa por todos
los puntos dados.

Cuando los n + 1 puntos dados pertenezcan a la grafica de una funcién desconocida y queramos
saber el valor de esa funcion desconocida en un punto nuevo de abscisa X intermedia entre las
que tenemos, una forma de obtener aproximadamente dicho valor nuevo es hallar el “polinomio
interpolador” P, (x) correspondiente a los puntos dados y luego calcular el valor P,( X ), que de-
beré parecerse al valor de la funcién desconocida en dicho punto X (se parecera en mayor medida
cuando las abscisas de los puntos dados sean muy proximas entre si).

Como dijimos, los n + 1 coeficientes del “polinomio interpolador” (por ser de grado menor o
igual que n) pueden hallarse resolviendo un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con esas n + 1
incognitas, el cual es compatible con solucidn tnica, usando para ello cualquier método de so-
lucion, como la Regla de Cramer, el método de Gauss o el de Gauss-Jordan (ver Seccion 9.2).
Por ejemplo, si tuviésemos los 4 puntos (1, -2), (3, 0), (-2, 5) y (2, 4), el polinomio interpolador
correspondiente seria de grado 3 como maximo y lo podemos escribir como P;(x) = ax3 +
bx? + cx + d. Con lo cual, las 4 ecuaciones lineales con las 4 incognitas a , b, ¢ y d resultaran
de pedir que el polinomio pase por los 4 puntos dados: Para que pase por (1, -2) tendra que ser
13a + 1%2b + 1c + d = —2. Para que pase por (3, 0) tendra que ser 33a + 32b+3c+d =0.Y
las dos ecuaciones restantes seran
(-2)3a+(=2)°b+ (-2)c+d =5 y 23a+2%b+2c+d = 4.

Pero hay otros métodos programables mas rapidos para determinar P, (x), que veremos a conti-
nuacion.

METODO DE LAGRANGE (Joseph Louis Lagrange, matematico francés del siglo X VIII, naci-
do en Italia):

Consiste en expresar P, (x) como una combinacidn lineal de “polinomios de Lagrange de grado
n” (o sea, una suma de esos polinomios multiplicados previamente por ciertos numeros reales),
con lo cual el polinomio resultante sera con seguridad de grado menor o igual que n. Dichos “po-
linomios de Lagrange de grado n” se construyen usando exclusivamente los valores delasn + 1
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abscisas diferentes xg, X1, X5,..., X, y tienen la propiedad de tomar el valor 1 en una sola de las
abscisas dadas y tomar el valor cero en todas las demés.

El polinomio 0 de Lagrange. de grado n es:

_ (r=xn) (e=x3) (x=x3) (X =)
LO(X) - (xg=x1)(xg—=x2) (xg—%3)..-(Xo—Xn)

de modo que |Ly(xg) = 1] y todos sus demas valores en las abscisas dadas son cero. Obsérvese
que X, es la unica abscisa ausente en el numerador, el cual incluye n factores de primer grado,
luego Ly (x) es de grado n. Ademas x aparece en todos los n factores del denominador, los cuales
son diferentes de cero porque todas las abscisas son distintas.

El polinomio 1 de Lagrange, de grado n es:

_ (x=x0)-(r=x2)-(x=2x3) s (x—xn)
Ll(x) - (x1=2x0)-(x1=x2) (1 =%3) "' (X1 —Xp)

de modo que y todos sus demas valores en las abscisas dadas son cero. Obsérvese
que x; es la unica abscisa ausente en el numerador, el cual también incluye n factores de primer
grado, luego L, (x) es de grado n. Ademas x; aparece en todos los n factores del denominador.

El polinomio 2 de Lagrange. de grado n es:

_ (r=x0) (x=x1)(x=x3)"..(x—xn)
LZ (x) - (xp=x0) (xz=2x1) (x2—2x3) ... (X2 —x)

de modo que |L,(x,) = 1]y todos sus demas valores en las abscisas dadas son cero.

Etcétera... Y el polinomio n de Lagrange, de grado n es:

_ (x=x0) (x=x1) (x=2x3) .. (X=X _1)
Ln (x) - (en=x0) (xp=x1) (xp=22) ' (Xn=2%n—1)

de modo que y todos los demas valores en las abscisas dadas son cero. Obsérvese
que x, es la tnica abscisa ausente en el numerador, el cual vuelve a incluir n factores de primer
grado, luego L, (x) es de grado n. Ademas x,, aparece en todos los n factores del denominador.

Pues bien, la expresion del “polinomio interpolador”, basada en los anteriores polinomios de
Lagrange, es la siguiente combinacion lineal de n + 1 términos:

Ba(x) = vq - Lo(x) + y1 - Li()+....... + Vo - Ly ()

Pues de esta manera sera ,yaque Lo(xg) =1, Li(xg) =0,...., L,(xo) = 0. Sera
P,(x1) = y4|,yaque Lo(x1) = 0,L1(x1) = 1,L,(x1) = 0,....,L,(x1) = 0.7 asi sucesivamente.
Hasta llegar a |P, (x,) = ¥y, yaque Lo(x,) =0, L1(x;,) = 0,...., Ly_1(xp) = 0, L, (x,) = 1.

Nota: Los polinomios de Lagrange no deben ser escritos en forma ordenada seguin potencias de
x, lo cual ocasionaria muchas operaciones innecesarias. Deben introducirse en el ordenador
con la forma presentada anteriormente, sustituyendo los valores de las abscisas dadas en los
factores de cada numerador y de cada denominador. Asi, cuando nos den una abscisa nueva
intermedia X, obtendremos directamente
Pn(f)ZYO'LO(f)+Y1'L1(f)+ ----- + Vo Lu(X)

de modo que el ordenador calculara directamente los valores Ly (%), Lq(X), .... , Ly(X) y los
sustituird en la expresion anterior.
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Ejemplo: Determinar, por el “método de Lagrange”, el polinomio interpolador correspondiente a
los 4 puntos (0’4 , -1°05), (0’5 ,2°82), (0’8, 1’23) y (1, 0°46).

Los cuatro polinomios de Lagrange, de grado 3 para este caso, son:

_ (x=05)-(x—0'8)- (x—1) _ (x=0'4) - (x—0'8) - (x—1)
Lo(x) = (0'4—0'5) - (0'4—0'8) - (0'4—1) Ly(x) = (0'5—0"4) - (0'5—-08) - (0'5—1)

_ (x=04) - (x=0'5) - (x—1) _ (x—0"4)- (x—0'5) - (x—0'8)
L(x) = (0'8—0'4) - (0'8—0'5) - (0'8—1) Ly(x) = (1-0'4) - (1-05) - (1-0'8)

Y el polinomio interpolador serd entonces:

IP2(x) = —1'05 - Lo(x) +2'82 - L1 (x) + 123 - L,(x) + 0'46 - L2 (x)|

METODO DE DIFERENCIAS PROGRESIVAS DE NEWTON-GREGORY (Isaac Newton,
matematico y fisico inglés del siglo XVII) (David Gregory, matematico escocés del siglo X VII):

Es un método muy rapido, pero solo puede aplicarse cuando las abscisas de los puntos dados for-
men una progresion aritmética, o sea que, en orden de menor a mayor, se tenga: x; = xo + £ ;
Xo=x1+h;x3=x,+h;.... 3 Xp = Xp_1 + A (con i > 0 fijo).

Entendemos a partir de ahora que los puntos dados estan ya ordenados segtin los valores crecientes
de sus abscisas: O sea que los puntos seran (xq, Vo), (X1, ¥1), (X2, ¥2), «o..... , (X, Vi), cum-
pliéndose xy < x; < x, <....< x, y el paso de una abscisa a la siguiente se obtiene sumando la
cantidad positiva constante h.

Consideramos ahora el siguiente cuadro de “diferencias progresivas”:

valores diferencias Ay diferencias 4%y | ...... dif. A1y | dif. Ay
dey (de orden 1) (de orden 2) (de orden (de or-
n—1) den n)
Yo Ayo =¥1 = Yo Lyg=Ay; —Ayy | ...... 41y, A"y,
Y1 Ay; =Y, =0 Ay, = Ay, —Ay; | ... A"ty
Yo
Vn-2 Ayp 5 = Azyn—z =
=Yn-1—"Yn-2 =Ayp 1 =AYy >
Yn-1 Aypn 1 =Yn = Yn-1
In

En la primera columna vemos las ordenadas de los puntos dados (sonn + 1). La segunda columna
incluye las diferencias progresivas de primer orden (son n). La tercera columna incluye las
diferencias progresivas de orden 2 (son n — 1). Etcétera... Cada nueva columna incluira las
diferencias progresivas de orden una unidad mayor que las que aparecen en la columna precedente
(hay una diferencia menos cada vez). O sea que en la cuarta columna (no escrita) estaran las n —
2 diferencias progresivas de orden 3, en la siguiente estaran las n — 3 diferencias de orden 4,
etc... Siguiendo asi llegaremos a la penultima columna con solamente dos diferencias progresivas
de orden n — 1 y en la ultima columna habra una sola diferencia de orden n (esta diferencia 4™y,
es igual a la diferencia de las dos anteriores A" 1y; — A" 1y,). Las diferencias se llaman “pro-
gresivas” porque siempre se resta asi: “el valor siguiente menos el valor que corresponde”.
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Pues bien, se demuestra que el “polinomio interpolador” correspondiente a los puntos dados es:

Ay, A%y, L3y,
P(x) =y +ﬂ (x_x0)+2!~h2 “(x —x) - (x—x1)+3!_h3'(x—xo)-(x—xl)-
Ay,

(x—2x3) +- +

| (e —x) (x —x9) * oer (X — Xp—q)
n!'-h

Obsérvese que los numeradores de todas las fracciones que aparecen en la expresion anterior son
las diferencias progresivas A4y,, 4%2y,, 43y, ...., A"y, que aparecen en la primera fila del cuadro
de diferencias obtenido (la correspondiente a y,). Y los denominadores son los factoriales suce-
sivos multiplicados por las potencias sucesivas del paso 4.

Se ve claramente que al sustituir en el polinomio x por x, se anulan todos los términos menos el
primero, con lo cual se tiene [P, (xg) = yo| . De modo analogo, al sustituir en el polinomio x por
X, se anulan todos los términos menos los dos primeros, quedando

Ay, Ay,
Bux) =yo+ 57 (a—x) =yo+=>-h=yo+4yo =y + ()1 —¥0) =3
Es decir, se comprob6 que . Del mismo modo, al sustituir en el polinomio x por x,

se anulan todos los términos menos los tres primeros, llegando después de operar a |P, (x,) =
Y de modo analogo se puede comprobar que B, (x3) = V3, P, (x4) = Va4, ..., By (x) =y, .

Ejemplo: Determinar, por el método de Newton-Gregory de diferencias progresivas, el polinomio
interpolador correspondiente a los puntos (2’3, 5), (3’1, =2), (2°7,0), (2°9,2)y (2’5, =3).

Los puntos no estan ordenados por sus abscisas crecientes. Ordenandolos, de la menor abscisa
que es 2’3 hasta la mayor que es 3’1, tenemos: (xg, ¥o) =(2°3,5); (x, y1)=(2°5,-=3); (xo,
¥2)=(2°7,0); (x3,¥3)=(2°9,2); (x4,¥4) = (3’1, —2). Ahora podemos aplicar el método,
porque observamos que las abscisas estan en progresion aritmética de paso h = 0°2. El polinomio
interpolador serd de grado menor o igual que 4 , pues tenemos 5 puntos.

Hacemos el correspondiente cuadro de diferencias progresivas:

valores y | diferencias Ay | diferencias A%y | diferencias A3y diferencia A*y
5 | -3-5=-8|3-(8)=11] -1-11=-12 | -5—(-12)=7
3 |0-(-3)=3]| 2-3=-1 | -6—(-1)=-5
0 2—0=2 —4—-2=-6
2 —2—-2=-4
—2

Los valores que intervienen en la expresion del polinomio son los de la primera fila:

o =5; Ay, = —8; A%y, =11; A3y, =—12; A*y, =7

Por tanto, el polinomio interpolador sera:

-8 ' M e —272) . (x — 2 —12
1!.0/2-(x—273)+2!‘0/22 (x=23)-(x 25)-}_3!-0'23

oz X —23)-(x=25) - (x=27) (x = 29)

P(x) =5+
(x—23)-(x—25)- (x —27) +

Como dijimos en el ejemplo anterior, no conviene perder tiempo haciendo operaciones, por lo
cual introduciriamos asi el polinomio en la calculadora o el ordenador. Lo que nos interesa nor-
malmente es usar esta expresion para obtener el valor que toma el polinomio interpolador en cada
abscisa que queramos (en este caso intermedia entre 2°3 y 3°1).
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Como recomendacién final sobre interpolacion polindmica, diremos gue es preferible usar siem-
pre el método de Newton-Gregory al método de Lagrange, por ser el primero mas rapido. Pero si
los puntos dados no tienen sus abscisas en progresion aritmética, sélo es aplicable el método de

Lagrange.

Métodos de resolucion de ecuaciones

Recordamos que una funcién f(x) se dice continua en un intervalo cerrado y acotado [a , b] si es
continua en todos sus puntos interiores, continua por la derecha en el extremo a y continua por la
izquierda en el extremo b. En Analisis Matematico se demuestra el siguiente importante teorema
visto en la Seccion 2.4:

TEOREMA DE BOLZANO: Si f(x) es una funcion continua en un intervalo [a, b] y ademas
dicha funcion toma valores de signos contrarios en los extremos de dicho intervalo, existe al me-
nos un punto ¢ intermedio del intervalo donde la funcion vale cero, el cual es entonces una solu-
cion de la ecuacion f(x) = 0.

METODO DE BISECCION:

Busca obtener una aproximacion suficientemente buena de alguna de las soluciones de una ecua-
cion f(x) = 0, situadas en un cierto intervalo [a, b] (el cual conviene que sea lo mas pequeiio
posible, para que el procedimiento que vamos a aplicar no sea muy largo). Pero debemos estar
seguros de que exista al menos una solucidn de la ecuacién en el mencionado intervalo, para lo
cual tendremos que comprobar que la funcion y = f(x) cumple las hipdtesis del Teorema de Bol-
zano en [a, b]. Por tanto, la funcién tendrd que ser continua en ese intervalo y ademas tiene que
tomar valores de signos contrarios en sus extremos.

El “método de biseccion” lo que hace es dividir el intervalo inicial en dos mitades (de ahi su nom-
bre) y ver en cudl de ellas se siguen cumpliendo las hipétesis del Teorema de Bolzano, para lo
cual se utiliza el punto central del intervalo que es (a + b)/2. Entonces, puede suceder que la
funcion f(x) se haga cero en ese punto central, con lo cual ya tendriamos el valor exacto de la
solucion buscada; pero normalmente la funcion sera positiva o sera negativa en dicho punto cen-
tral, con lo cual en una sola de las dos mitades del intervalo se vuelve a dar el cambio de signo de
la funcién (la cual sigue siendo continua en esa mitad). Entonces, desecharemos el intervalo ini-
cial, nos quedaremos como nuevo intervalo de partida con la mitad donde haya cambio de
signo de la funciéon y repetiremos el procedimiento. Y en este nuevo paso obtendremos la solu-
cion exacta o determinaremos otro intervalo mas pequefio (de longitud la cuarta parte del inicial)
donde sigue habiendo con seguridad alguna solucion de la ecuacion. Y asi sucesivamente... Es
lo que se llama un “método de aproximaciones sucesivas”, que habra que detener en algiin mo-
mento.

Pues bien, el método se detendra cuando encontremos la solucidén exacta o cuando se llegue a un
intervalo de longitud menor o igual que un € > 0 dado previamente, en cuyo caso podremos
concluir que el extremo izquierdo de ese ultimo intervalo serda una aproximacion por defecto de
la solucién ¢ buscada, con error menor que €; el extremo derecho serd una aproximacioén por
exceso de dicha solucidn, también con error menor que &, y el nuevo punto medio de ese Gltimo
intervalo (si lo queremos obtener) también servira como aproximacion de la solucién ¢ buscada,
con error menor que £/2 , suponiendo que la funcién no se anule en dicho valor medio (en cuyo
caso habriamos encontrado en este ltimo paso la solucion ¢ en forma exacta).

Nota: El Teorema de Bolzano garantiza la existencia de al menos una solucion en el intervalo da-
do, pero no especifica cuantas hay. Ademas, las hipdtesis del teorema son condiciones suficien-
tes, pero no necesarias, para la existencia de alguna solucién en el intervalo. Asi, podria haber al-
guna solucion en el intervalo sin que la funcidn tuviese signos contrarios en sus extremos o sin
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que la funcién fuese continua en dicho intervalo (o ambas cosas a la vez). Por tanto, al desechar
en el método de biseccidn la mitad del intervalo en cuyos extremos la funcidon toma valores con
igual signo, podriamos estar perdiendo soluciones. Y al elegir la otra mitad, no es seguro que en
ese nuevo intervalo haya una sola solucidn.

En cambio, si agregamos una tercera condicion pidiendo que la derivada de la funcidén exista en
(a,b) y sea siempre diferente de cero, entonces habra una vunica solucién ¢ de la ecuacion da-
da en dicho intervalo (se demuestra por reduccion al absurdo aplicando el Teorema de Rolle,
visto en la Seccién 3.1).

Ejemplo: Hallar valores aproximados por defecto y por exceso, con errores menores que 0’1, de
la solucién de la ecuacion ciibica x3 —3x +5 = 0 que se encuentra en el intervalo (=3, —2).

Aqui es f(x) = x3 — 3x + 5, el intervalo inicial que debemos tomar serd [—3, —2] y el valor de
e es 0’1. Se sabe que hay al menos una solucion de la ecuacion dada en el intervalo [—3 , —2],
porque la funcion f es continua en todo R (luego lo sera en el intervalo dado) y ademas f(—3) =
—13y f(—2) = 3 (la funcién toma valores de signos contrarios en los extremos del intervalo).
Y como la solucion que buscamos estara en el intervalo cerrado, pero vemos que no estd en —3
ni esta en —2, estara en el intervalo (—3,—2).

Pero ademas f'(x) = 3x2 — 3, con lo cual la derivada solamente se anula cuando x? = 1, o sea
en los puntos x = —1yx = 1 (ninguno perteneciente al intervalo [—3, —2]), con lo cual sabemos
que dicha derivada sera diferente de cero en todos los puntos de (—3, —2). En consecuencia, en
este caso hay una unica solucion de la ecuacion dada en el intervalo sefialado.

Empecemos el “método de biseccion” con los datos que tenemos. Podemos ordenar los resultados
que vamos obteniendo en un cuadro. Asi tenemos:

paso | valores a | valores b b—a (a+b)/2 f(a) f(ﬂ) f(b)
2

1 -3 -2 1>¢ -2’5 -13 -3°125 3

2 -2’5 -2 05> ¢ -2’25 -3°125 | 0°359... 3

3 -2’5 -2°25 025> ¢ -2°375 -3°125 | -1°271... | 0°359...
4 -2°375 -2’25 0°125> ¢ -2°3125 | -1°271... | -0°428... | 0°359...
5 -2°3125 -2’25 0°0625< ¢ | PARAMOS

Conclusiones:

Aproximacién por defecto de la solucion exacta ¢, con error menor que 0°1: -2°3125
Aproximacion por exceso de la solucion exacta ¢, con error menor que 0°1: -2°25
Otra aproximacion, con error en valor absoluto menor que 0°05: [-2°28125 (tltimo punto medio)|

Explicaciones: En el paso 1 el cambio de signo esta entre el primer punto medio y b (ver tres ul-
timos valores de la fila 1 del cuadro), luego el segundo intervalo (el del paso 2) ha cambiado el
extremo a por el punto medio obtenido antes (-2°5) y deja b igual. Ahora, en el paso 2, lo primero
que hallamos es la longitud b — a del nuevo intervalo, que es 0’5 (muy lejos todavia de 0°1), lue-
go seguimos los calculos: Hallamos el nuevo punto medio (-2°25) y evaluamos con la calculadora

la funcion en a, en %b y en b (tres ultimos valores de la fila 2, dos de ellos ya obtenidos). Obser-

vamos que el cambio de signo esta ahora entre a y el nuevo punto medio, luego el tercer intervalo
(el del paso 3) cambia el extremo b por el punto medio del paso 2 y deja a igual. En el paso 3 la
nueva longitud b — a es 0’25, luego seguimos los calculos: Hallamos el nuevo punto medio (que

., b s
es -2°375) y evaluamos con la calculadora la funcién otra vez en a, en % y en b (tres ltimos

valores de la fila 3, dos de ellos ya obtenidos). Observamos ahora que el cambio de signo se pro-
duce nuevamente en la mitad derecha del intervalo, luego el cuarto intervalo (el del paso 4) cambia
a por el ultimo punto medio y deja b igual. En el paso 4 la nueva longitud es 0’125 que esta cerca
de € = 0’1 pero todavia es mayor, luego seguimos los calculos: Hallamos el nuevo punto medio
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(-2’3125) y evaluamos la funcion otra vez en a, en aTH) y en b (tres ultimos valores de la fila 4,
dos de ellos ya obtenidos). Observamos cambio de signo otra vez en la mitad derecha del ultimo
intervalo, luego el quinto intervalo (el del paso 5) cambia a por el ultimo punto medio y deja b
igual. En el paso 5 la nueva longitud es 0°0625 que ya es menor que &, luego paramos el proceso.

Nota 1: En la practica tendremos la ecuacion f(x) = 0 que queremos resolver, pero no siempre
se tiene el intervalo [a, b] donde hay que buscar una solucion de la misma. Entonces lo primero
que debe hacerse es buscar ese intervalo, lo mas pequefio que se pueda, donde se cumplan las
hipotesis del Teorema de Bolzano: Se puede empezar evaluando la funcion f en valores de x de
su dominio que sean nimeros enteros consecutivos, hasta encontrar cambio de signo entre dos
seguidos. Entonces, si la funcion dada es continua en el intervalo correspondiente, ya podemos
aplicar el “método de biseccion” y estaremos comenzando con un intervalo de longitud 1, como
en el ejemplo anterior.

Nota 2: En el caso de ecuaciones polindmicas, como la del ejemplo anterior, lo mejor es hacer
divisiones del polinomio dado entre binomios de la forma x — k, mediante la regla de Ruffini,
dandole a k valores enteros sucesivos hasta encontrar dos restos de signos contrarios (que son dos
valores del polinomio).

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion ctbica que hemos resuelto, vemos que el valor de x3 —
3x 4+ 5 es 5 si hacemos x = 0, pero cuando x sea negativo de valor absoluto cada vez mayor, la
funcion tendra que ser negativa, ya que xl_z)'moo f(x) = —oo. Por tanto, probamos por ejemplo el

valor x = —4 y al dividir por Ruffini el polinomio de grado 3 entre x + 4 se obtiene resto —47
(o sea f(—4) = —47). Esto nos indica que hay alguna solucién de la ecuacion entre —4 y 0, pero
este es un intervalo muy grande (habria que dar muchos mas pasos en el “método de biseccion”
para llegar a una aproximacion aceptable como la que obtuvimos). Entonces volvemos a dividir
entre x + 3 y se obtiene resto —13. Y finalmente, al dividir entre x + 2 se obtiene resto 3.
Conclusion: Hay alguna solucion ¢ entre -3 y -2 (este es un buen intervalo de partida pues su
longitud es 1 y fue el que usamos anteriormente).

Nota 3: En la practica se suele usar una variante de este “método de biseccion”, partiendo
siempre de un intervalo de extremos enteros consecutivos (como hicimos antes) donde se cumplan
las hipotesis del Teorema de Bolzano. Asi a y b seran aproximaciones enteras por defecto y por
exceso de la solucion buscada, siendo a exactamente la parte entera de la solucion ¢ buscada.
Entonces, en vez de dividir en dos el intervalo [a , b]. se divide en diez usando los puntos inter-
medios a + 0’1, a+0'2, ... vy a+0'9. Se evalta ahora la funcién en dichos puntos hasta en-
contrar cambio de signo en dos consecutivos, con lo cual tendremos ya aproximaciones por de-
fecto y por exceso de la soluciéon ¢ con una cifra decimal (donde la menor de ellas nos deter-
minara exactamente la cifra de las décimas de la solucion). Si repetimos el procedimiento divi-
diendo en diez el nuevo intervalo obtenido y evaluando la funcidn en los puntos intermedios hasta
encontrar nuevo cambio de signo, tendremos aproximaciones de ¢ con dos cifras decimales y la
menor nos determinara la segunda cifra decimal exacta de la solucion. Esto puede programarse
en un ordenador, que nos dara rapidamente una aproximacion de la solucion con tantas cifras de-
cimales exactas como queramos (las calculadoras cientificas que permitan usar el método, ya
incluiran el correspondiente programa).

Otro ejemplo: Resolvamos la ecuacion no polindomica x — cos x = 0 por el método de biseccion
mejorado citado en la Nota 3 anterior.

Si escribimos la ecuacion como x = cos x , podemos interpretar que la solucion x = ¢ que bus-
camos es la abscisa del punto de corte entre las graficas de las funciones y = x e y = cos x (y si
dibujamos dichas graficas vemos que hay un inico punto de corte, cuya abscisa esta situada entre
0 y m/2). Luego se trata de hallar Ia solucidn tnica de la ecuacioén dada, situada en el intervalo
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0,m/2]. Pero para dividir en 10 subintervalos un intervalo inicial de longitud 1, debemos ave-

riguar si la funcion f(x) = x — cos x es positiva o negativaen x = 1 (en x = 0 la funcion toma
valor 0 — cos 0 = —1, luego si f(1) fuese positivo, podriamos trabajar con el intervalo que va
de 0a1l,ysif(1) fuese negativo habra que trabajar con el intervalo que vade 1 a 2 (en el cual
esta /2, donde sabemos que la funcion ya es positiva). Usamos la calculadora y obtenemos
f(1) =0’4596...> 0. Por tanto, se trata de buscar la solucion c en el intervalo [0, 1], donde f(x)
es continua (lo es en todo R) y en cuyos extremos toma valores de signos contrarios (condiciones
de la hipétesis del Teorema de Bolzano, lo cual garantiza su existencia). Pero ademas f'(x) es la
funcion 1+ sen x , que es diferente de cero en todo el intervalo (0, 1) porque los valores de
sen x son positivos o cero, luego la solucion ¢ es tnica (cosa que ya sabiamos, porque vimos que
hay un solo punto de corte entre las graficas mencionadas).
Falta evaluar f(x) = x — cos x en los puntos de abscisas 0’1, 0°2, 0’3, etc... y detectar cuales
son dos consecutivos donde aparece cambio de signo, y asi tendremos un nuevo intervalo cerrado
de longitud 0’1 (de extremos los dos valores encontrados) donde vuelven a darse las condiciones
del teorema de Bolzano. Hecho esto con una calculadora (muy facilmente si la misma acepta la
expresion x — cos x que iremos evaluando sucesivas veces), descubriremos que los valores en
0’1 hasta 0’7 son negativos vy el valor en 0’8 es ya positivo (f(0'7) = — 0°064... y f(0'8) =
0°103...). Por tanto, la solucion buscada esté en el interior del intervalo [0'7,0'8] y podemos ya
escribirya ¢ =0’7... con la cifra de las décimas exacta. Ahora dividimos el intervalo anterior en
10 subintervalos, evaluando la funcion en las nuevas abscisas 0’71, 0’72, 0°73, etc... hasta
encontrar nuevamente un cambio de signo. Asi obtenemos valores negativos en 0’71, 0’72y 0°73,
viendo que el valor de la funcion en 0°74 es positivo (f(0'73) = — 0°015... y f(0'74) =
0’001...), con lo cual concluimos que la solucién c esta entre 0’73 y 0’74, pudiendo ya escribir
c = 0’73... , con todas las dos cifras decimales exactas). Y siguiendo asi iremos obteniendo
nuevas cifras decimales exactas de la solucion ¢ de la ecuacion dada (que debe estar mas cerca de
0’74 que de 0’73, por los valores dados anteriormente).

METODO DE NEWTON-RAPHSON (Joseph Raphson, matematico inglés que vivio entre los
siglos XVII y XVIII):

Este método es mas rapido que el anterior. Se trata otra vez de buscar una solucion de la ecuacion
f(x) = 0 en un intervalo [a, b], de modo que se cumplan las hipotesis del Teorema de Bolzano.
Pero, para garantizar el buen funcionamiento de este nuevo método, se exigen dos condiciones
mas: 1) Que la derivada de la funcién f no se anule en el intervalo cerrado [a, b]. Y 2) Que la
derivada segunda de f mantenga un signo fijo en todo [a, b].

El método consiste en aplicar una “férmula recurrente” (o sea, una férmula que se utiliza suce-
sivas veces) a partir de un punto inicial x, del intervalo, el cual representa una primera aproxi-
macion de la solucién ¢ que buscamos (la cual sabemos que es unica en el intervalo dado, pues
hemos supuesto que la derivada primera de la funcidon no se hace cero en el mismo).
_ f(xn-1)
f(xn-1)
A partir del punto inicial xy permite obtener otro punto x; (usandola para n = 1) y a partir de x4
nos da otro punto x, (usandola para n = 2), etcétera... Pues bien, se demuestra que, eligiendo
convenientemente el punto inicial x, , los puntos sucesivos x4, X5, .... que se van obteniendo
quedan siempre en el intervalo [a , b] y constituyen una “sucesion de niimeros reales” que con-
verge hacia la solucion que buscamos. O sea, |lim x,, = ¢|. (Ver Seccion 3.8). Obsérvese que,

Mn—>00

al haber supuesto que la derivada primera de la funcion no se anula en ese intervalo, ningtin deno-
minador de la “férmula recurrente” valdra cero, con lo cual podremos aplicar dicha férmula una
vez tras otra sin problemas.

Este método es también “de aproximaciones sucesivas” (como el “Método de biseccion™) y tam-
bién se dice que es “un método iterativo” por la aplicacion reiterada (o “iterada”) de una misma
formula.

La férmula recurrente es: [x,, = x,_1 , para todo entero positivo n.

9 Anatael Cabrera de Armas



METODOS NUMERICOS BASICOS

Falta determinar la aproximacion inicial x, conveniente y un criterio para parar su aplicacion.

Para determinar la aproximacion inicial x, conveniente, se procede asi: Cuando f(a) tenga el
mismo signo que f"'(x), debemos tomar esa aproximacion inicial en el punto a (o sea, Xy = a).
Y cuando f(b) tenga el mismo signo que f"(x), tomaremos dicha aproximacion inicial en b (o
sea, xo = b). Y esto funciona siempre, pues hemos supuesto que f''(x) mantiene un signo fijo en
todo el intervalo y como f(a) y f(b) tienen signos contrarios, el signo de f'' coincidira necesa-
riamente con el de f(a) o con el de f(b).

Como dijimos, se demuestra que de este modo las aproximaciones Xy, X1, X5, ... obtenidas se
hacercan cada vez mas al valor desconocido de la solucién exacta ¢ de la ecuacion f(x) = 0 en
el intervalo dado, con lo cual [x,|serd una buena aproximacién de ¢ si tomamos n suficientemente
grande. Ademas, cuando se tome x, en a, dichas aproximaciones crecen hacia la solucién, con lo
cual seran siempre “aproximaciones por defecto” de c¢; mientras que cuando se tome x4 en b, lo
haran decreciendo hacia la solucién y entonces seran todas “aproximaciones por exceso” de c.

Pero, ademas, se demuestra que el error cometido al tomar el valor de x,, como aproximacion de
my

c . es en valor absoluto menor o igual que , donde m, es el minimo absoluto de |f’ (x)| en

[a. b] (o un nimero positivo lo mayor posible que se mantenga menor que todos los valores de
|f'(x)| en el intervalo). Asi tenemos un criterio para saber cuando debemos parar las aplicaciones
sucesivas de la “férmula recurrente”: Cuando la expresion mencionada anteriormente sea menor
que el € > 0 dado (o elegido), tomaremos la ultima aproximacion hallada (x,) como solucién
aproximada de la ecuacion en [a, b] (sabiendo que el valor absoluto del error cometido de este
modo sera menor que €).

Para el calculo de my (minimo de [f'(x)| en [a, b]) debemos tener en cuenta los signos de
y de f”'(x) en el intervalo. En general hay cuatro posibilidades y habra que ver en cual nos
encontramos al resolver cada problema concreto:

1) f'(x) positiva y f"'(x) positiva: Entonces serd |f'(x)| = f'(x) y, al ser f"'(x) positiva, sera
ﬂa .

f'(x) estrictamente creciente. Conclusion: m

2) f'(x) positivay f"'(x) negativa: Volvera a ser | | = f'(x) y,como f"'(x) es negativa, sera
ﬂb

f'(x) estrictamente decreciente. Conclusion:
3) f'(x) negativa y f"'(x) positiva: Entonces |f'(x)| = —f'(x) y, como f"'(x) es positiva, serd

'(x) estrictamente creciente, con lo cual —f'(x) serd estrictamente decreciente. Conclusion:
= r )

4) f'(x) negativa y f"'(x) negativa: Volvera a ser |f'(x)| = —f'(x) y, como f"'(x) es negativa,

serd f'(x) estrictamente decreciente, con lo cual —f'(x) sera estrictamente creciente. Conclusion:
!

&= —f'(a

Nota: Sabemos que f'(x) no se hace cero en el intervalo [a , b] (condicion exigida desde el prin-
cipio), con lo cual necesariamente mantendrd f'(x) un mismo signo en todo el intervalo (o sea,
todos sus valores seran positivos o todos sus valores seran negativos). Porque si hubiese dos pun-
tos en el intervalo donde la derivada tuviese signos contrarios, siendo continua (por existir f''),
segun el Teorema de Bolzano tendria que dar valor cero en algiin punto intermedio (y hemos su-
puesto que esto no ocurre).

En cada caso concreto, una vez hallados los valores x, v m; que correspondan, se sustituyen las
expresiones de f(x,_1) ¥ f'(x,_1) en la formula recurrente y podremos comenzar el proceso de
calculo de las aproximaciones sucesivas de acuerdo a este posible esquema:
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paso Xn—1| f(p—1) | UGl | f(x,_4) = _ fGn-y)

" " m, " n Tl T e,y
In=1) | xo | f(x0) 17 xo)| f(x0) X1 = Xo— L)
my f'(x0)
2(n=2) | x| flx) | V&l f(x1) X, = x, — L&
my fxy)
3(n=3) X2 f(x2) Fx)l f(x2) X3 = Xy — SCx2)
mq f'(x3)

Explicacion: Empezamos con x y calculamos f(x,). Entonces, si |f (xq|/m; no es menor que
€, calculamos x; aplicando por primera vez la “férmula recurrente”. Y si |f(x)|/m, es menor
que &, paramos el proceso y la solucion aproximada sera x, . Ahora, si hemos calculado x,
obtenemos f(x;) y si [f(x1)]/my no es menor que €, calcularemos x, aplicando la “férmula
recurrente” por segunda vez, y en caso contrario paramos el proceso tomando x; como solucioén

|f ()l
mq

aproximada. Etcétera...Y cuando lleguemos a < & pararemos el proceso en ese paso (que

sera el n + 1) sin aplicar de nuevo la “férmula recurrente” (en cada problema el numero de pasos
a dar sera diferente, en general). Y entonces se toma el valor x,, obtenido en el paso anterior como
solucion aproximada de la ecuacion f(x) = 0 en el intervalo [a, b], teniendo un error en valor
absoluto menor que €. Ademas, x,, serd “una solucidn aproximada por defecto” si hemos partido
de xo = a y sera “una solucién aproximada por exceso” si hemos tomado x, = b.

Nota importante: Este método también se llama “método de las tangentes” pues para pasar de
cada aproximacion x,_; a la siguiente x,,, lo que se hace geométricamente es hallar la recta tan-
gente a la grafica de la funcion y = f(x) en el punto de abscisa x,,_4 (ya conocida) y obtener su
corte con el eje OX (que nos dara la abscisa x,,).

En efecto, la ecuacion de dicha recta tangente es v — f(xp—1) = f'(xp—1) - (x — x_1) , y para

obtener su punto de corte con el eje OX habra que hacer y = 0 despejando la variable x. Asi se
flxn-1)
-1’

obtiene x = x,,_1 — que es la “férmula recurrente” usada para hallar x,,.

Se recomienda al lector ponerse ejemplos graficos en diferentes situaciones (combinando funcion
estrictamente creciente y funcion estrictamente decreciente con funcioén concava hacia arriba y
funcién céncava hacia abajo), eligiendo en cada caso el punto x, adecuado y comprobando gra-
ficamente en todos los ejemplos que los puntos de corte con OX de las sucesivas rectas tangentes
dibujadas se aproximan muy rapidamente al corte de la grafica con dicho eje (el punto x = ¢).

Ejemplo: Resolvamos nuevamente la ecuacion cibica x3 —3x +5 = 0, en el mismo intervalo
[—3, —2], con error en valor absoluto menor que 0’1, aplicando el “método de las tangentes” o
“de Newton-Raphson” (anteriormente habiamos resuelto este problema por el “método de bisec-
cion” en 5 pasos, incluido el de parada; ver pag. 7).

Entonces ya sabemos que la funcion f(x) = x3 — 3x + 5 cumple las hipétesis del Teorema de
Bolzano en el intervalo [—3, —2]. Y ya habiamos visto que se cumple la primera de las dos condi-
ciones adicionales exigidas en este nuevo método: f'(x) = 3x? — 3 no se anula en ninglin punto
del intervalo [—3,—2]. Y en cuanto a la segunda condicion, vemos que f''(x) = 6x es siempre
negativa en el intervalo. Con lo cual, podemos comprobar que f'(x) se mantiene positiva en dicho
intervalo hallando solamente uno de sus valores en el mismo (por ejemplo, f'(—2) =9 > 0).

Podemos entonces aplicar el método de Newton-Raphson: Tenemos porque recordemos
que el valor de la funcion en ese extremo del intervalo es —13 (mismo signo que el de la derivada
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segunda en el intervalo). Y ademds, teniendo en cuenta que f'(x) es positiva y que f''(x) es ne-
gativa, sera m, = f'(b) = f'(=2) =9 (ver la pag. 10).

x3_1-3xp_1+5
3x2_,-3
formula en la calculadora cientifica, para usarla sucesivas veces).

La “formula recurrente” en este caso es: [x, = X,_1 — (habria que introducir esta

Pues bien, teniendo ya la formula recurrente, la aproximacion inicial x, , el nimero m, y la cota
superior del error en valor absoluto (¢ = 0'1), podemos iniciar los calculos (que hacemos, por
ejemplo, con 7 cifras decimales y redondeo para la presentacion que sigue, aunque mejor es usar
todas las cifras decimales que dé la calculadora):

paso Xn—1 f(xn-1) |f (en—Dl/my f'(*n-1) Xn
n=1| xo=-3 | f(x)=-13| |[f(x)I/9= | [f'(x) =24 X, = Xg— f,(x") =
1°4444444> ¢ 2,458§3<§§>
n=2 X1 = f(xl) = If(xll/g = f,(xl) = Xy = X1 — f,(xl) =
—2°4583333 | —2°4816980 | 0°2757442> ¢ 24°38082 2’356;1(:16411)
n=3| x= fa) = | F@/9= | fG)= |y, =z, 10D _
—2’3565444 | —1°0169684 | 0°1129964> ¢ | 13°659905 2’28269%%)
n=4 X3 = fx3) = |f(x3)]/9 = | PARAMOS
—2°2820952 | —0°0387715 | 0°0043079 < ¢

Obsérvese que con sdlo tres aplicaciones de la férmula recurrente (4 pasos incluyendo el de pa-
rada) finalizo el proceso, puesto que la tltima aproximacion calculada, x; = —2'2820952, es ya
suficientemente buena para el € que hemos fijado (ademas sabemos que se trata de una aproxi-
macién por defecto, pues hemos partido del extremo izquierdo del intervalo). En efecto, el error
cometido con esa aproximacion (respecto al valor exacto, desconocido, de la solucion ¢ que bus-
camos) es en valor absoluto menor o igual que 0'0043079, que es mucho menor que 0'1. Sin
embargo, por el “método de biseccion” tuvimos que dar 5 pasos incluyendo el de parada y
llegamos a la aproximacion —2'28125 con un error en valor absoluto menor que 0°03125 (sin sa-
ber si esta aproximacion es por defecto o es por exceso).

Conclusion: —2'2820952 es una “aproximacion por defecto” de la solucidn exacta de la ecuacion
x3—3x+5 = Oenelintervalo [—3, —2], con error menor que 0’1 (en realidad, con error menor
que 0°0043079). Luego —2'2820952 < ¢ < —2'2820952 + 00043079, siendo esta ultima su-
ma —2'2777873, con lo cual podemos tomar sin tantas cifras decimales y siendo
exacta la de las décimas; en cambio, por el método de biseccion teniamos —2'28125 —
003125 < ¢ < —2'28125 + 0’03125, que operando es —2'3125 < ¢ < —2'25, con lo cual no
podemos asegurar ni siquiera la primera cifra decimal de c).

Nota: En la practica, se trabaja normalmente con valores de & bastante menores que 0’1, con lo
cual habrad que usar mas veces la “formula recurrente”, pero con este método obtendremos sufi-
cientes cifras decimales exactas del valor desconocido ¢ con pocas aplicaciones adicionales de la
misma. Por ejemplo, si tomamos € = 0’001 para obtener al menos dos cifras decimales exactas
de la solucion, y aplicamos la formula recurrente s6lo una vez mas, se llega a la aproximacion
X4 = —2'2790239 que tiene un error menor que 0'0000071. Es decir, que con una aplicacion
mas de la fébrmula recurrente se ha obtenido una aproximacion que ya nos da 4 cifras decimales
exactas del valor de ¢, puesto que —2'2790239 < ¢ < —2'2790239 + 0'0000071, o sea que ¢
esta entre —2'2790239 y —2'2790168 , lo cual nos dice que podemos dar definitivamente el
valor de la solucién como |c = —2'2790| con todas sus cifras exactas.
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Como recomendacion final sobre resolucion de ecuaciones, diremos que es preferible usar siem-
pre el método de Newton-Raphson al de biseccién, por ser mucho mas rapido. En cualquiera de
ellos hay que verificar las hipodtesis del Teorema de Bolzano, pero para usar Newton-Raphson la
funcién que esté igualada a cero debe cumplir, en el intervalo donde busquemos la solucioén, las
dos condiciones extra mencionadas para tener garantia del buen funcionamiento del método. A
veces esto se consigue acortando el intervalo. Cuando se aplique el método de Newton-Raphson
cumpliéndose solamente las hipotesis del T. de Bolzano puede haber fallos (el método se puede
quedar bloqueado porque algin denominador valga cero; puede dar las mismas aproximaciones
varias veces, sin poder avanzar, o bien puede dar aproximaciones que terminen saliéndose del in-
tervalo dado). Por lo tanto, en esos casos lo seguro es aplicar el método de biseccion.

Métodos numéricos para calcular integrales definidas

La definicion de una integral definida como limite de un sumatorio, nos permite obtener dos mé-
todos de calculo numérico para llegar a un resultado aproximado del valor de la integral: “El mé-
todo de los rectangulos”, con tres variantes, y “el método de los trapecios”. (Ver al respecto la
Seccidn 4.2). Los recordamos y afladimos un tercer método mas eficiente: “El método de Simp-

2

son

. . b . . « .
Si queremos definir fa f(x)dx, con f(x) continua en el intervalo [a, b], tomaremos “una parti-
cion” P, del intervalo de integracion, con n + 1 puntos en total, que determinen n subintervalos
de igual longitud 4, de modo que los puntos de la particiéon queden en progresion aritmética de
pasoh;seranxy = a,x; =xg+h,x; =x1+h,x3=x,+h,.....,x, = x,_1 + h, resultando
X, = b. El valor de 4 es igual a la longitud total del intervalo [a, b] dividida entre el nimero de

subintervalos de la particion, o sea .
De este modo se tiene la definicion de la integral definida:

[ f)dx = lim Sy f(e) - h= lim 2 [f(6) + f(E) 4. 4 ()]

donde t; es algun punto del subintervalo [xy,X;], t; es algun punto del subintervalo [x; ,x5],
...... y t, es algiin punto del subintervalo [x,_1 ,Xy].

Se demuestra que el limite anterior no depende de la eleccion que se haga de los puntos ¢, t5, ...,
t,. En efecto, al crecer n, crece el nimero de sumandos y disminuye / (la longitud de cualquier
subintervalo); entonces, los diferentes puntos t; que podamos elegir en el subintervalo [x;_; , X;]
estaran cada vez mas proximos entre si, con lo cual los valores f (t;) seran cada vez mas parecidos,
por ser f(x) continua en [a, b] (al ser la funcion continua en el intervalo, pequefias variaciones
de x producen pequefias variaciones de los valores de la funcion a lo largo de todo el intervalo;
esto no ocurre en cualquier intervalo, pero si ocurre cuando el intervalo es cerrado y acotado). Y
lo anterior vale parai =1, 2, ... ,n.

Lo dicho anteriormente nos permite escribir la definicion de la integral de muchas formas dife-
rentes, segun la eleccion que hagamos de los puntos t; en los subintervalos.

1) Eligiendo los puntos t; en los extremos izquierdos de los subintervalos [x;_; , x;], se tiene:

[ FOOdx = lim =2 [f(xg) + FOa)+o..o.Hf (nos)]

(intervienen X, X1,...., X,_1 y falta x,).

2) Eligiendo los puntos t; en el extremos derechos de los subintervalos [x;_ , X;], se tiene:
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[, FG)dx = lim =2 [F() + )+ +f ()]

(intervienen X4, Xo,....., X, y falta x;).

3) Eligiendo los puntos t; en los puntos centrales de los subintervalos [x;_4 , x;], se tiene:

b—a

o fGOdx = lim =2 [FETR) + [ b Af )]

METODO DE LOS RECTANGULOS:

En cualquiera de las formas anteriores de la definicion de la integral, podemos escribir que un va-
lor aproximado de la misma es el dado directamente por la expresion de la derecha, a la cual
habria que calcular el limite para obtener el valor de la integral, con tal que tomemos en dicha
expresion un valor de n suficientemente grande.

Tenemos asi las siguientes tres “férmulas de aproximacién”, que fundamentan “el método de los
rectangulos” (en sus tres variantes), donde hemos llamado yy = f(xo) ,y1 = f(x1) ,y2 = f(x3),

s Yn-1 = f(xn1) € Yo = f(xn):

fnb fxdx=h- (o +y1+.... +Vp-1) (1* férmula de los rectangulos)

fnb fxdx=h- (@, +y,+....+y,) (2* féormula de los rectangulos)

[ FeOdx = b [ + f(EE D)4+ £ (C22221)] (3 formula de los rectingulos)

El inconveniente de esta Gltima formula es que necesita mas calculos que las anteriores, pues la
funcién integrando no se evalua directamente en los puntos de la particion (la cual debe haberse
obtenido previamente), sino que se evalua en los puntos medios de los correspondientes subin-
tervalos (los cuales hay que calcular adicionalmente). Ademas, hay ocasiones en que no se dis-
pone de la expresion analitica de la funcidn integrando, sino s6lo tenemos una tabla de valores de
la misma en los puntos equidistantes de una particién del intervalo de integracién, con lo cual
pueden aplicarse las dos primeras férmulas pero no la tercera.

Ejemplo: Hagamos el célculo aproximado de la integral | 01 %, cuyo valor exacto es /4 (obte-

nido aplicando la Regla de Barrow), mediante las tres “férmulas de los rectangulos”, usando para
ello una particion de 11 puntos equidistantes del intervalo de integracion (n = 10).

El paso de un punto a otro de la particion es 2 = (1 — 0)/10 = 0'1. Por tanto, la particion sera
P, =1{0,01,0'2,0'3,04,0'5,0'6,0'7,0'8,0'9, 1}. Pues bien, los valores de la funcidn integran-
do, f(x) = 1/(x? + 1), en los puntos anteriores son (limitandonos a seis cifras decimales con re-
dondeo para abreviar, aunque mejor seria trabajar con todas las cifras que nos dé la calculadora):

yo=1;y; = 0990099 ;y, = 0961538 ; y; = 0'917431 ; y, = 0'862069 ; ys = 0'8
ye = 0735294 ; y, = 0'671141 ; yg = 0'609756 ; yo = 0'552486 ; y,0 = 0'5

Entonces, el calculo aproximado de la integral usando la 1* férmula de los rectdngulos es:

[=201 - o+ty1+y2+tystyatys+ys+y; +ys+y9) =0°8099814
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El célculo aproximado de la integral usando la 2* férmula de los rectangulos es:

[201-(y1+y2tystya+ys+ys+y; +ys+yo+ yi0) =0°7599814

Y para aplicar la 3* formula de los rectangulos hay que calcular los valores de f(x) en los puntos
medios de los 10 subintervalos, que son:

£(0'05) = 0997506 ; £(0'15) = 0977995 ; f(025) = 0941176
£(0'35) = 0'890869 ; £(0'45) = 0831601 ; f(0'55) = 0767754
£(0'65) = 0702988 ; £(0'75) = 0’64 ; £(0'85) = 0'580552 ; £(0'95) = 0525624

Entonces, el calculo aproximado de la integral usando la 3* férmula de los rectangulos es:

1= 01-[£(0'05) + £(0'15) + £(0'25) + £(0'35) + £(0'45) + £(0'55) +
+£(0'65) + £(075) + £(0'85) + £(0'95)] =

El valor exacto de la integral es /4 = 0°78539816..., con lo cual vemos que la 1* formula dio
una “aproximacion por exceso”, la 2* férmula dio una “aproximacion por defecto” y la 3* formula
aproximo “por exceso”, pero dio un resultado bastante mejor que las dos primeras. Los errores en
valor absoluto de los correspondientes resultados son: 0°024... para el primero; 0°025... para el
segundo, y 0°0002... para el tercero.

En general podemos decir que si la funcién del integrando es “estrictamente creciente” en el inter-
valo de integracion, la 1* aproximacion sera siempre “por defecto” y la 2* aproximacion sera siem-
pre “por exceso”. Y si la funcidn es “estrictamente decreciente” en el intervalo, ocurrira lo con-
trario. Asi, en el ejemplo anterior, la funcion tiene derivada f'(x) = —2x/(x? + 1)2, que es nega-
tiva en el intervalo (0, 1), siendo f continua en [0, 1], luego podemos concluir que la funcién es
“estrictamente decreciente” en el intervalo cerrado [0, 1] (como se nota en los valores obtenidos),
por lo cual la 1* aproximacion ha resultado “por exceso” y la 2* aproximacion ha resultado “por
defecto”, como hemos visto.

Pero, cuando la funcién integrando tenga tramos en crecimiento y tramos en decrecimiento en el
intervalo de integracidn, no podra saberse previamente el sentido de las aproximaciones dadas
por las formulas 1* y 2* de los rectangulos.

Tampoco es facil pronosticar en general el sentido de la aproximacion dada por la 3* formula de
los rectangulos. Pero si el integrando es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, pode-
mos asegurar que su resultado estara entre los resultados de las otras dos férmulas, como puede
comprobarse en el ejemplo anterior.

Lo que siempre podremos asegurar es que las aproximaciones obtenidas, por cualquiera de las
féormulas, se acercan mas al resultado exacto de la integral cuando n se tome cada vez mayor, o
sea cuando se aumenta el nimero de puntos de la particion utilizada (obvio, pues el valor exacto
de la integral es el limite de cualquiera de las formulas cuando n — o).

Nota importante: Este método se llama “de los rectangulos” porque la férmula utilizada en cual-
quiera de sus variantes puede escribirse
[=h-f(ty)+h-f(tz)+-+hf(tn)

la cual representa la suma de las “dreas orientadas” de n rectangulos (todos de base h y cuyas al-
turas son los valores f(ty), f(t3), -..., f(t,), de modo que cuando los valores anteriores sean
todos positivos corresponderan a rectangulos que estaran por encima del eje OX y sus “areas
orientadas” se tomaran positivas, ocurriendo que la suma de esas areas es claramente una apro-
ximacion del area de la vinica region limitada por la graficade y = f(x), el eje OX v las rectas
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verticales x = a y x = b, la cual es justamente el valor positivo de la integral definida de f(x)
en el intervalo [a , b].

Y cuando los valores anteriores de la funcion sean todos negativos, corresponderan a rectangulos
que estaran por debajo del eje OX y sus correspondientes “areas orientadas” se tomaran negativas,
ocurriendo también que la suma de dichos valores negativos es una clara aproximacién del valor
de la integral definida, el cual sera el valor opuesto (v por tanto, negativo), del area limitada por
la vinica region limitada por la grafica de la funcidn, el eje OX vy las rectas verticales por los
extremos del intervalo. (Region que estara en este caso por debajo de OX; ver Seccion 4.2).

Y cuando haya valores positivos y valores negativos entre los que toma f(x) en los puntos t; de
los n subintervalos de la particion, habra unos rectangulos por encima de OX (con “area orienta-
da” positiva) y habra otros rectangulos por debajo de dicho eje (con “drea orientada” negativa),
siendo también la suma de todas esas “areas orientadas” una aproximacion del valor de la integral
(que en estos casos es la suma de las “areas orientadas” de las varias regiones limitadas por la
grafica, el eje OX y las rectas verticales x = a y x = b, tomando con signo positivo las que que-
den por encima de OX y tomando con signo negativo las que queden por debajo de OX, con lo
cual la integral tendra finalmente valor positivo, negativo o cero, segun sea el reparto de areas por
encima y por debajo de OX). Téngase en cuenta que la separacion entre unas y otras de estas re-
giones que se tomaran con signos distintos, seran puntos de corte que tenga la grafica con el ¢je.

METODO DE LOS TRAPECIOS:

Consiste en obtener la media aritmética de los resultados de las férmulas 1* y 2° de los rectangulos,
con lo cual se compensan en parte los errores que ocasionan estas formulas.

Considerando de nuevo una determinada particion P, del intervalo de integracion, con n + 1 pun-
tos equidistantes (o sea, en progresion aritmética de paso 4 = (b — a)/n) y hallando igualmente
los valores de la funcion integrando en todos esos puntos (como hicimos para aplicar las dos pri-
meras variantes de la “formula de los rectangulos”), donde ahora llamamos y; al valor f(x;) para
i=0,1,2,..,n, podremos aplicar directamente la siguiente “formula de los trapecios”:

[} f(x) dx =7 (E + 2R)

que nos dara también una aproximacioén del valor de la integral definida de la funcion f(x) en el

intervalo [a , b], siendo [E = y, + y,| (suma de ordenadas extremas) y R=y;+vy,+....4+y, 4
(suma de las ordenadas restantes).

Pues bien, la media aritmética de las dos primeras “férmulas de los rectangulos” da exactamente
el mismo valor anterior:

1

s Gotyittyn-)+h i+ F vty =
h h
5 o+ 2y + -+ 2yn_q +y) =5 (E+2R)

Entonces, si ya hubiésemos obtenido las aproximaciones de la integral dada utilizando las dos pri-
meras “férmulas de los rectdngulos”, bastara hallar la media aritmética de esos dos resultados
para tener la aproximacion que da la “férmula de los trapecios”. Pero en caso contrario, apli-
caremos en forma directa la nueva formula de aproximacion dada anteriormente.

NOTA IMPORTANTE: Este método se llama “de los trapecios” porque la formula utilizada pue-
de escribirse

I = Yoty1 | h+ Yitya | h+ Y21Yys3 | h+ -+ Yn—2+Yn-1 | h+ Yn-1tVn h
- 2 2 2
la cual representa la suma de las “areas orientadas” de n trapecios colocados verticalmente (todos

de altura h y cuyas bases son las dos ordenadas que aparecen en los numeradores; recuérdese que
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el area de un trapecio es la semisuma de sus bases multiplicada por la altura). En efecto, al sacar
factor comun h/2 en la expresion dada anteriormente, queda:
%g o +2y1 + 2y, + -+ 2yn_q + yu) =§' (E +2R)

Se recomienda dibujar algun caso de grafica sencilla de una funciéon y = f(x), continua en un
cierto intervalo [a , b], que tenga por ejemplo valores positivos en dicho intervalo, eligiendo ade-
mas una particiéon del mismo con subintervalos que tengan igual longitud. Y a partir de estos
datos, dibujar los trapecios sucesivos que correspondan, viendo cdmo la suma de sus areas daran
una aproximacion del valor de la correspondiente integral definida. (Igual sucederia si los valores
de la funcidon integrando fuesen todos negativos).

Nota: Cuando la grafica de la funcién integrando pase de un lado a otro del eje OX, por tener esa
funcién valores positivos y negativos en el intervalo, sabemos que habra al menos un punto de
corte (c, 0) de dicha grafica con OX (por el Teorema de Bolzano). Pues bien, habra la posibilidad
de que el punto ¢ coincida con uno de los puntos de la particion P, que estemos tomando, pero
para otras particiones ya no ocurrira esta casualidad.

Entonces, si ¢ fuese punto interior del subintervalo [x;_; , x;] de la particion que hayamos elegido,
Yi-1tYyi

2

(174

la expresion - h no corresponderd al area de un trapecio sino a la suma de las “areas

orientadas” de dos rectangulos a ambos lados de ¢ (uno de base h/2 y altura y;_4 , cuyo “area
h-yiq
2

: r 194 : it} , h-y;
orientada” sera , y el otro de base h/2 y altura y; , cuyo “area orientada” sera Vi ). Y

2
como sus alturas son de signos contrarios, podremos considerar que el “area orientada” de uno de

esos rectangulos quede agregada a la suma de “areas orientadas” de trapecios que tengan su
mismo signo y el “area orientada” del otro rectangulo quede agregada también a la suma de “areas
orientadas” de trapecios de su mismo signo.

De todos modos, esas dos “areas orientadas” de rectangulos que correspondan a puntos de corte
de la funcion integrando con el eje OX, tienden a neutralizarse cuando h se tome muy pequeiio,
pues las bases de dichos rectangulos coinciden y sus alturas son valores consecutivos de la funcion
f(x) a ambos lados de un corte ¢ con OX, con lo cual dichas alturas seran de signos contrarios y
muy parecidas en valor absoluto (ambas muy cercanas a cero).

Pues bien, se tiene lo siguiente:

1) Cuando la funcidén integrando sea positiva y “cdncava hacia arriba” en todo el intervalo de
integracion (por tener derivada segunda positiva en todo el intervalo), la aproximacion dada por
la “férmula de los trapecios” sera siempre “por exceso” (la grafica queda en esos casos un poco
por debajo de los lados superiores de los trapecios). Y cuando la funcion sea negativa ocurre lo
contrario (la aproximacion sera “por defecto”).

2) Y cuando la funcién integrando sea positiva y “concava hacia abajo” en todo el intervalo (por
ser su derivada segunda negativa), la aproximaciéon que obtengamos por la “férmula de los tra-
pecios” sera siempre “por defecto” (la grafica queda en esos casos un poco por encima de los
lados superiores de los trapecios). Y cuando la funcion sea negativa la aproximacion sera “por
exceso”.

3) Pero cuando haya tramos con diferentes concavidades de la funcion integrando en el intervalo
de integracion, no podra predecirse el sentido de la aproximacion que se obtenga por este método.

Ademas, se demuestra que el valor absoluto del error de la aproximacion obtenida por esta “for-
mula de los trapecios” es menor o igual que |(b —a) - h*- M,/12|, siendo M, el maximo del va-
lor absoluto de la derivada segunda en el intervalo [a, b] de integracion (o un valor positivo no
superado por el valor absoluto de la derivada segunda, que debe buscarse lo mas pequefio po-
sible). La expresion anterior se llama “una cota superior del error cometido en valor absoluto”.
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Notese que la exactitud del método de los trapecios, mejora mucho cuando tomamos valores de
h suficientemente pequefios, ya que “la cota superior del error cometido” (antes mencionada)
varia con el cuadrado de / (conviene entonces tomar siempre h < 1, con lo cual serd h? < h).
Esto nos indica que debemos trabajar siempre con particiones del intervalo que tengan un nimero
de subintervalos mayor que la longitud del intervalo de integracion, pues asi 2 = (b — a) /n sera

menor que uno.

Ejemplo: Vamos a obtener una aproximacion de la misma integral del ejemplo de la pag. 14, uti-
lizando ahora la “férmula de los trapecios”.

. .y . 1 dx . Y
Se trata entonces de calcular una aproximacion de la integral | 0 ¥2iT usando la misma particion

P, de aquel ejemplo. El valor de 2 = 01 es bueno, aunque podria ser mejor poniendo mas puntos
en la particion, a costa de alargar los calculos (haciéndolos a mano resulta tedioso, pero las maqui-
nas lo hacen en muy poco tiempo). Por tanto, usaremos los mismos valores de la funcion inte-
grando, los cuales habian sido obtenidos con seis cifras decimales y redondeo.

Y se tiene entonces E =Yg+ Y10 =15y R=y; +y,+..... +y9 = 7'099814.

~ O_’l . " L7 —In?
Por tanto: == (1'5+2-7'099814) = (0°7849814]

Y si hacemos la media aritmética de los valores obtenidos en la paginas 14 y 15, cuando aplicamos

las dos primeras “férmulas de los rectangulos”, resulta el mismo valor:

0’8099814;—0'7599814 =10"7849814

Ahora, como la funcion integrando es concava hacia abajo en el intervalo (0 ,v/3/3) y es concava
hacia arriba en el intervalo (v/3/3, 1), no podemos asegurar que la aproximacion obtenida sea por
defecto o sea por exceso. En efecto, se tiene f'(x) = (6x2 — 2)/(x? + 1)3 con lo cual el punto
v/3/3 = 0'577... es punto de inflexién de f(x), resultando f”’(x) negativa desde 0 hasta dicho
punto y f"'(x) positiva de ahi en adelante.

Sin embargo, como sabemos el valor exacto de la integral en este caso, que es 0°78539816...
(dato que en muchas otras ocasiones no se tiene), vemos que la aproximacion es por defecto, con
las dos primeras cifras decimales exactas.

En cuanto a la acotacion del error cometido por la “formula de los trapecios” en el ejemplo ante-
2_

rior, podemos tomar |M, = 4}, pues |f"'(x)| = lijﬂ;l < |6x2 — 2| (ya que el denominador de la

derivada segunda es siempre mayor o igual que 1). Y en efecto, |6x2 — 2| =2 - |3x%2 — 1| y si

representamos la grafica de la funcion y = |3x2 — 1| vemos claramente que su maximo absoluto

en el intervalo [0, 1] es el valor alcanzado en x = 1 que es 2 (ver Secciones 2.1 y 3.5). En

conclusion, podemos decir que |f"'(x)| < 2 -2 = 4 en el intervalo [0, 1].

Por tanto, tenemos:  |error| < (1 —0)-01%-4/12=0'01/3 = 0'0033333...

Comprobacion: El valor absoluto del verdadero error cometido es la diferencia (en valor absoluto)
entre el valor exacto de la integral (/4 = 0'78539816...) y el valor aproximado calculado por
la “férmula de los trapecios” que fue 0°7849814. O sea, |error| = 0'00041676... que es efec-
tivamente menor que la cota obtenida 0°0033333... la cual nos asegura la posible exactitud de las
dos primeras cifras decimales de la aproximacion (si tomamos las tres primeras cifras decimales
con redondeo de la aproximacion, resulta ¢ = 0’785, que coincide con el valor exacto redondeado
también en la tercera cifra decimal, lo cual es un resultado muy bueno si tomamos en cuenta que
hemos trabajado con h = 0’1 que es relativamente grande).

En la practica normalmente no se dispone del valor exacto de la integral (justamente por ese mo-
tivo se estara aplicando un método aproximado), con lo cual no podremos saber el valor del ver-
dadero error cometido al usarlo, como si hemos podido en este caso. Entonces, lo inico que po-
dremos hacer muchas veces al respecto es obtener una cota superior del valor absoluto de dicho
error, como hicimos en el ejemplo anterior aplicando la formula dada, lo cual nos indicara las
cifras decimales de la aproximacién obtenida que sean seguras.
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Asi, en el caso del ejemplo anterior obtuvimos I = 0'7849814, con error en valor absoluto menor
o igual a 0°0033333...< 0°0033334. Lo cual significa que el valor exacto quedara comprendido
entre 0°7849814 — 00033334 = 0781648 y 0°7849814 + 00033334 = 0°7883148. Por tanto,
lo que puede asegurarse es que || = 0’78| (con sus cifras decimales exactas; las demas no sirven).

METODO DE SIMPSON (Thomas Simpson, matematico inglés del siglo XVIII):

Es mejor que los métodos anteriores. Pero necesita una cierta particion del intervalo de inte-
gracion, con un namero impar de puntos equidistantes, en cantidad suficiente para que el paso
h sea lo mas pequefio posible (como minimo menor que 1). Se utilizan otra vez los valores de la
funcién integrando en los puntos de la particion, como en los métodos anteriores. Obsérvese que
sin + 1 es impar, n serd par, luego usaremos siempre un niimero par de subintervalos.

Este método tiene la particularidad de dar valores exactos de la integral si la funcién integrando
es polindmica de grado no mayor que 3, pero estos casos se resuelven facilmente por la Regla de
Barrow, con lo cual no se necesita ningin método numérico. Sin embargo, para integrales mas
complicadas, donde el calculo de una primitiva sea muy dificil o muy largo, y también cuando no

exista ninguna primitiva calculable del integrando (porque la misma no sea una “funcién ele-

mental”) el método es muy til.

Consiste en aplicar la llamada “férmula de Simpson”: f; flx)dx = é -(E+41+2P)

siendo (suma de las ordenadas extremas), siendo I=y, +ya+ +y,4 (suma
de las ordenadas de indices Impares) y siendo IP =y, + y,+...4+v,_,| (suma de las ordenadas

de indices Pares, salvo las extremas).

No damos la demostracion detallada de esta formula, pero se basa en aproximar el valor de la
integral mediante la suma de las areas orientadas de regiones parecidas a los trapecios que usa-
bamos anteriormente, pero ahora esas regiones limitadas por segmentos rectilineos verticales y
por_arcos de parabolas (estos arcos de parabola se basan en tres valores consecutivos de la
funcién integrando en tres puntos seguidos de la particidon que corresponden a dos subintervalos
consecutivos; en efecto, por tres puntos dados pasa una unica parabola o pasa una recta si estan
alineados). A saber:

La primera region corresponde a los tres primeros puntos x, , X1 , X, de la particion, la cual queda
limitada verticalmente a la izquierda por la ordenada y,, limitada verticalmente a la derecha por
la ordenada y,, limitada por un lado horizontal sobre el eje OX que corresponde a la union de los
subintervalos [x,,x;] y [x1,x,] (de longitud 2h) y limitada superiormente (o inferiormente, si
los valores de la funcion son negativos) por el arco de la Gnica parabola vertical que va del punto
(xg.,¥0) al punto (x5 ,y,) pasando por el punto intermedio (x; , y;); pues bien, se demuestra que

, . . ., h
el area orientada de esa primera region vale 3 (yo + 4y, +y2).
El area orientada de la segunda region, similar a la anterior y correspondiente a los tres puntos

. h .
X5, X3 ,%, de la particion, vale 3 (y, + 4y; + y,). Etcétera...
Y el area orientada de la ultima region, correspondiente a los tres ultimos puntos x,,_» , Xp—1 , Xn

de la particion, vale g nez +4yn_1 + v0).
Asi, al sumar todas estas areas orientadas, resulta
h
3 o+ 4y + 2y, +4y3 + 2y, + 0+ 2yn_p + 4Yn_1 + Yn)
Obsérvese que todas las ordenadas de indices impares quedan multiplicadas por 4 y todas las or-
denadas de indices pares quedan multiplicadas por 2, salvo las dos extremas y, € y,, que quedan

solas, al principio y al final del paréntesis. Por tanto, ha quedado la expresion g(E + 41 + 2P).

Nota: Si en algin caso estuviesen alineados los tres puntos consecutivos del plano correspon-
dientes a la terna x, x4, X5, a la terna x,, X3, X4, ... 0 a la ltima terna x,,_, , X,—1 , X5, , €l arco
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de parabola definido por dichos puntos no sera tal sino que serd un segmento rectilineo, con lo
cual la regién plana correspondiente sera un trapecio. Pero el calculo no se altera en absoluto por
este motivo.

Ademas, se demuestra que “una cota superior” del valor absoluto del verdadero error cometido
cuando se utiliza este método es |(b —a)-h*-M,/180], donde M, es el méximo absoluto de
! & x)! en el intervalo [a, b]. (M, se puede sustituir por un valor cualquiera no superado por
dicha derivada cuarta en valor absoluto, el cual debe buscarse lo mas pequefio posible).
Volvemos a notar la importancia de trabajar con valores pequefios de /, pues la exactitud de esta
férmula depende de la potencia cuarta del paso h de la particion.

Esta acotacion nos dice ademas que si el integrando es un polinomio de grado no mayor que 3,
cuya derivada cuarta sera entonces la funcion cero, no se cometera error al aplicar la “férmula de
Simpson” con cualquier particion, pues se tiene M, = 0.

Ejemplo: Calculemos la aproximacion que da la formula de Simpson para la misma integral que
hemos considerado en los ejemplos anteriores, utilizando para ello la misma particion Py de 11
puntos equidistantes del intervalo [0, 1] (tiene un nimero impar de puntos, luego podemos aplicar

este método), con 2 = 0’1 (paso menor que 1). La integral es fol %, de valor exacto /4, y los

valores de la funcion integrando son los mismos calculados cuando aplicamos las dos primeras
“formulas de los rectangulos” (ver pag 14).
Tenemos entonces: E =yg+yi0=1"5; [=y;+yV3+V5+y;+7y9=3931157 ;

P = Y2 +y4 +y6 +y8 = 3’168657

Y entonces la aproximacion dada por la “férmula de Simpson” sera:

fol x?il = O?q- (1'5+4-3931157 + 2 -3'168657) =|0°785398

resultado casi igual al valor exacto de la integral m/4 = 0'78539816...

Se nota la mayor exactitud del resultado de esta formula respecto a los obtenidos anteriormente,
pues en todos los casos se ha usado la misma particién.

Veamos, por ultimo, cudl puede ser “una cota superior del valor absoluto del error cometido” en

este caso. Para ello necesitamos un valor para M, v esto nos obliga a calcular la derivada cuarta
120x*-240x2+24

(x2+1)5
|f*(x)| < 1120x* — 240x2 + 24| = 24 - |5x* — 10x% + 1|

porque el denominador (x2? + 1)° es siempre mayor o igual que 1.

Ahora bien, y = 5x* — 10x% + 1 tiene derivada y' = 20x3 — 20x = 20x - (x?> — 1) = 20x -

(x+1)-(x—1) y haciendo el cuadro de signos de y’ resulta que es negativa en el intervalo

(0,1), lo cual nos indica, junto con la continuidad en [0, 1], que la funcién de grado 4 (sin valor

absoluto) es estrictamente decreciente en el intervalo de integracién [0, 1]. Asi, el maximo ab-

soluto de esta funcion en dicho intervalo se alcanzara en x = 0 (y vale 1) y su minimo absoluto

se alcanzara en x = 1 (y vale —4). Entonces pasa necesariamente por el valor cero en un punto

interior del intervalo (por el T. de Bolzano), y como consecuencia, la funcién de grado 4 con valor

absoluto, y = |5x* — 10x2 + 1] , tendra valor maximo absoluto 4 y valor minimo absoluto cero

en ese mismo intervalo [0, 1]. (Ver Seccion 2.1).

Conclusion: |[F*(x)| <24 |5x* —10x% + 1| <24 -4 =96

luego podemos tomar M, = 96 para la acotacion del valor absoluto del error.

de la funcién integrando. Se tiene f*(x) = , con lo cual
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Asi, “una cota superior del error en valor absoluto” correspondiente a la aproximacioén que nos ha
dado la formula de Simpson para esta integral es (1 — 0) - 0'1* - 96/180 = 000005333... de
lo cual deducimos que dicha aproximacion debera tener como minimo 3 cifras decimales exac-
tas (y ello es cierto pues hemos visto que realmente tiene 6 cifras decimales exactas).

Nota: En la practica no siempre es facil obtener el valor de M, por métodos analiticos, como
acabamos de hacer. Pero se puede utilizar el método grafico de representar el valor absoluto de la
funcion derivada cuarta en el intervalo de integracién (usando una calculadora grafica), con lo
cual se vera facilmente el valor de su maximo en ese intervalo. También podemos tomar para M,
cualquier valor real que no sea superado por el valor absoluto de la derivada cuarta en [a , b], pro-
curando que sea lo mas pequefio posible para no agrandar innecesariamente “la cota superior”
buscada.

Notas finales importantes:

1) Como ya dijimos, en la practica no aplicaremos los métodos numéricos a integrales de
las que se conozcan los valores exactos, como la considerada en los ejemplos que hemos
puesto. Por tanto, al calcular un valor aproximado de alguna de ellas mediante uno de los
métodos numeéricos, al no conocerse el valor exacto de la integral tampoco conoceremos
el verdadero error cometido, con lo cual cobra especial importancia el calculo de “una
cota superior” de dicho error en valor absoluto (Io mas pequefia posible). Y ello nos
permitira tener una buena idea de la fiabilidad de las cifras obtenidas en el resultado apro-
ximado (deben conservarse las cifras exactas y descartarse las demas).

2) Recuérdese que si |x| < a, con a positivo, sera —a < x < a. Por tanto, si |error| < C,
siendo C “una cota superior” obtenida, se tendra —C < error < C. Y si sumamos a los
tres miembros anteriores al valor A de la aproximacion obtenida, sera

A—-C<A+error<A+C
Pero A + error es el valor exacto I de la integral, luego se tendra

MA—C<I<A+C(

Asi vimos en la pag. 18 que al aplicar el método de los trapecios a la integral que tenemos,
se obtenia el valor aproximado A = 0°7849814, siendo “una cota superior” del error co-
metido en valor absoluto C = 0°0033333... Por lo cual, dijimos en la pag. 19 que el valor
exacto I de la integral quedaba entre
0°7849814 — 0°0033334 = 0°7816480 y 0°7849814 + 0°0033334 = 07883148

de donde concluiamos que las cifras 0’78 eran exactas con seguridad (y el resultado
aproximado de la integral por el método de los trapecios debia darse entonces asi, con dos
cifras decimales solamente, eliminando las demas cifras decimales obtenidas).

Y ahora, cuando aplicamos el método de Simpson a la misma integral, obtuvimos el valor
aproximado A = 0°785398, siendo C = 0°0000533... “una cota superior” del error co-
metido en valor absoluto. Asi el valor exacto I de la integral estara entre

0°785398 — 0°000054 = 0°785344 'y 0785398 + 0°000054 = 0°785452
siendo ahora las cifras 0’785 exactas con seguridad (por tanto, el resultado aproximado
de la integral por el método de Simpson debera darse asi, con tres cifras decimales sola-
mente).

3) Si hubiésemos tomado particiones con muchos mas puntos, los valores aproximados ob-
tenidos en todos los casos habrian sido mejores, resultando cotas de error mas pequefias
y obteniendo mas cifras exactas en las aproximaciones. Téngase en cuenta que los resulta-
dos anteriores fueron obtenidos con una particién de solamente 11 puntos, lo cual nos dio
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h = 01 que es valido pero no muy pequefio. Mejor seria haber aplicado los métodos con
h = 0’01 por ejemplo, lo cual nos habria obligado a calcular los valores de la funcion in-
tegrando en los 101 puntos de la correspondiente particion del intervalo [0, 1], que es
Pi00 =10, 0°01, 0°02, 0°03, .... ,1}. Esto a mano es muy tedioso, pero para eso existen
los ordenadores y las calculadoras programables.

Finalmente, cuando una calculadora tenga la opcion de hallar valores de integrales de-
finidas, seguro que utilizara para ello algin método numérico (elegido por el fabricante
con su equipo técnico), pero si utilizan alguno de los métodos antes descritos lo haran
con particiones de muchos puntos, de modo que los valores de h resultantes sean lo sufi-
cientemente pequefios como para poder presentar en la pantalla solamente cifras exactas
del resultado aproximado obtenido, utilizando para ello todo el espacio disponible (y las
pantallas disponen normalmente de espacio para escribir 8 o mas cifras en total, inclu-
yendo decimales y no decimales).

En Calculo Numérico se distinguen “los métodos directos” (donde se llega directamente
a una solucion exacta o bien permiten hallar en un solo paso del procedimiento una apro-
ximacion suficientemente buena) y “los métodos de aproximaciones sucesivas” (donde
se repite la aplicacion del método un cierto nimero de veces, obteniéndose cada vez una
aproximacion mejor). Como ejemplos de los primeros hemos visto los dos métodos de
interpolacion dados (Lagrange y Newton-Gregory, donde el polinomio obtenido es exac-
to pero su valor en el punto intermedio que interese es aproximado para la funcion des-
conocida) asi como los tres métodos de integracidon aproximada (rectangulos, trapecios y
Simpson, en todos los cuales obtenemos directamente una aproximacion de la integral
definida). Y como ejemplos de los segundos hemos visto los dos métodos de resolucion
de ecuaciones (biseccion y Newton-Raphson, donde en el primero se van obteniendo en
cada paso tres aproximaciones cada vez mejores de la solucion exacta, y donde en el se-
gundo método obtenemos sucesivas aproximaciones cada vez mejores por aplicacion rei-
terada de la “formula recurrente”).
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