SUCESIONES NUMERICAS

(Prerrequisitos: Funciones reales de una variable real. Limites y continuidad de funciones de
una variable. Regla de L’Hopital. Infinitésimos)

Introduccion

La idea de “sucesién” en la vida real es la de un conjunto de objetos, situados uno tras otro en un

cierto orden, con lo cual dichos objetos ocuparan ciertas posiciones en dicho conjunto (habra un

objeto que ocupe la primera posicion, otro objeto que ocupe la segunda posicidn, etc...). Asi, lo
que llamamos “una cola de personas” es una “sucesion de personas” y “una cola de automo-viles”

es una “sucesion de automoviles”. Las “sucesiones” de la vida real son necesariamente de un
numero finito de objetos y por tanto tienen un niimero finito de posiciones, siendo siempre €sos
objetos distintos entre si.

En cambio, una “sucesion numérica” tiene siempre infinitas posiciones ocupadas por numeros,
permitiéndose que esos niimeros puedan ser diferentes o iguales (es decir, un mismo nimero

puede aparecer en una “sucesion numérica” en diferentes posiciones, como si una misma persona
pudiese aparecer varias veces en una misma cola). Por tanto, en una “sucesién numérica” no sélo

importan los nimeros que aparezcan, sino también las posiciones que ocupen.

Por ejemplo, una “sucesion numérica” puede ser 1, 1,2, 1,3, 1,4, 1,5, 1, ... (y asi sucesiva-
mente, o sea que las posiciones impares estan ocupadas por los nimeros naturales 1, 2, 3,4, ...y
las posiciones pares estan ocupadas inicamente por el nimero 1, que es el inico en este caso que

se repite infinitas veces). Y otra “sucesion numérica” puede ser 5, 5,5, 5, ..., donde todos las
posiciones estdn ocupados por el inico nimero 5.

Atencion: En el lenguaje comtin utilizamos muchas veces la palabra “serie” como sinénimo de
“sucesion”. Asi hablamos de “‘una cola de personas” como “una serie de personas” en vez de “una
sucesion de personas”. Pero en Matematicas, la idea de “serie” es diferente a la de “sucesion”
(“serie numérica” significa la suma indicada de los elementos de una “sucesion numérica”).
Asi, “la sucesion” de los nimeros enteros positivos es: 1,2, 3,4, 5, ... y “la serie” de los nimeros

enteros positivos es la expresion: 1+2+3+4+5+ ... (Las “series numéricas” seran tratadas en la
Seccidn 4.7).

Conceptos basicos

Matematicamente, se llama “sucesion de numeros reales” a una funcion cualquiera del con-
junto N de los nimeros naturales en el conjunto R de los nimeros reales (o sea, el dominio
de la funcion sera siempre N y el recorrido o imagen de esa funcion sera siempre una parte del
conjunto de los numeros reales). Asi, en una determinada sucesion, la imagen por la funcién del

numero natural 1 serd el primer nimero de esa sucesion (llamado su “primer término™), la imagen

del nimero natural 2 sera el segundo nimero de esa sucesion (llamado su “segundo término™),
etc...

Si la funcion fuese del conjunto N en el conjunto € de los nimeros complejos, resultaria una
“sucesion de nameros complejos”. (Aqui trabajaremos s6lo con “sucesiones de nlimeros reales”,

asi que al decir “sucesion numérica” debera entenderse “sucesion de numeros reales”; no “suce-
sion de nimeros complejos™).
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Nota: Muchas veces la funcion que define una “sucesion de nimeros reales” puede interpretarse
como una restriccion a N de una cierta funcion real de una variable real cuyo dominio sea un
intervalo de R que contenga a todos los nimeros naturales, como puede ser el intervalo [1, 4+0)
u otro mayor. Por ejemplo, la sucesion 1, 4, 9, 16, 25, ... , n?
funcion real de variable real f(x) = x2 con dominio el intervalo (—oo , +00).

, ... es la restriccién a N de la

En una sucesion cualquiera la imagen del 1 se representa con una letra acompafiada del subindice
1 (como a; 0 by) y se llama “primer término de la sucesién”, la imagen del 2 se representara
entonces por a, (0 by) y se llama “segundo término de la sucesion”, etc... Y la imagen de un
numero natural indeterminado n se representara por a, (o b,) y se llama “término general de la

sucesion”, porque representa a uno cualquiera al darle valores a la variable n.

Y la definicion del término general puede darse “en forma explicita” (similar a la de muchas fun-
ciones de variable real x, pero ahora con variable n), “en forma recurrente” (que significa apo-

yandose en otros términos anteriores o apoyandose en los términos de otras sucesiones) o también
“a trozos” mediante dos o mas expresiones asociadas a determinados niimeros naturales.

Ejemplos:

1) En la sucesion de cuadrados de los nimeros naturales dada anteriormente es |a,, = n? para todo

n (luego asi queda definida “en forma explicita”).

2) Pero para la sucesion 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., se utiliza la propiedad caracteristica de que la
suma de dos términos consecutivos da siempre el término que los sigue inmediatamente, empe-
zando con dos veces el nimero 1, o sea |a,, =a,_,+ an_1| paran > 2, siendo |a1 = 1|y|a2 = 1|,
luego estamos definiéndola “en forma recurrente” (se llama sucesion de Fibonacci y es famosa
en la historia de las Matematicas). Obsérvese que empieza 1, 1, pero el tercer término es la suma
de los dos primeros, el cuarto término es la suma del segundo y el tercero, etc...

3) Y la sucesion dada al comienzo que era 1, 1, 2, 1, 3, 1, 4, 1, .... Puede definirse “a trozos”
como |a,, =n+1)/ 2| ,sin esimpary|a, = 1 si n es par (compruébese que esta definicion
funciona perfectamente, pues si n es impar n + 1 sera par y entonces (n + 1)/2 es entero).

Nota: Si la funcidén que define a una sucesién es “inyectiva” sobre el conjunto N, todos sus
términos tendran valores numéricos diferentes. Pero si no es inyectiva, habra términos diferentes
que tendran el mismo valor numérico (o sea, tendremos nimeros reales que aparecen varias veces
o infinitas veces en la sucesion como términos diferentes). El caso extremo de “no inyectividad”
corresponde a las “sucesiones constantes”, donde todos sus términos coinciden en valor numérico.

Por ejemplo, la sucesion 1) dada anteriormente esta definida por la funcion real de variable real
x2 que es “inyectiva” en el intervalo [0, 40o0), con lo cual lo sera en el conjunto N y por ello
todos sus términos tienen valores diferentes. En cambio, la sucesion 3) esta definida por una
funcién “no inyectiva” sobre N, pues las imdgenes de los niimeros naturales 1 y 2 (que corres-
ponden a sus dos primeros términos) coinciden en valor numérico, ademas de coincidir con las
imagenes de todos los restantes nimeros naturales pares. Y la sucesion 2) de Fibonacci tampoco
es inyectiva, pues en la misma coinciden los valores de sus dos primeros términos, aunque no
haya mas coincidencias entre los valores de los términos posteriores.
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Cualquier sucesion se representa asi: a, ,a,,ds, ..., dy, , ... 0 en forma abreviada como sucesion
{a,}. Y otra sucesion se representaria por ejemplo: by , b, , b3, ..., b, ,... 0 sucesion {b,}. An-
tepondremos a las notaciones abreviadas con llaves la palabra sucesion, porque la sola notacion
{a,} puede interpretarse como el conjunto formado por el tnico elemento a,; sin embargo,
omitiremos la pa-labra sucesion cuando no haya ese peligro.

A veces basta dar suficientes términos iniciales de una sucesion para que se vea la ley de forma-
cion de los mismos y entonces puede omitirse el término general (de hecho, se hace mucho).

Ejemplos:

1) La sucesion de los numeros enteros positivos se puede representar 1,2, 3,4, ...

2) Lasucesion 1,—1,1,—1, 1, —1, ... queda asi definida, pues entendemos que los térmi-
nos que ocupan posiciones impares valen siempre 1 y los términos que ocupan posiciones
pares valen siempre —1.

3) En otra sucesion que mencionamos anteriormente 1, 1,2, 1, 3, 1,4, 1, 5, ... se ve cla-
ramente que los términos que ocupan posiciones impares son las niumeros naturales y los
que ocupan posiciones pares tienen siempre el valor 1.

4) Pero la mencionada sucesion de Fibonacci, que empieza 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., ofrece
dudas acerca de la ley de formacion de sus términos. Por tanto, sera necesario dar una
explicacion al respecto o dar su definicion formal (en este caso en forma “recurrente”). Y
en otros muchos casos ocurre lo mismo.

Limite de una sucesion

Al ser una sucesion numérica una funcién real de dominio N, la tnica posibilidad de considerar
un limite para dicha funcién es con n tendiendo a +o. En efecto, el conjunto N de los naturales

esta formado por “puntos aislados” (pues no hay otro punto del conjunto en un entorno suficien-
temente pequeiio de cualquiera de ellos), luego no tiene sentido hablar de limite de dicha funcién
con n tendiendo a un valor real. Tampoco puede hablarse de su limite cuando n tiende a —oo, por

ser n siempre positivo. Pero dado un niimero real positivo K, por grande que sea, existen infinitos

numeros naturales mayores que K, luego tiene perfecto sentido hablar del limite de la sucesion
cuando n tiende a 4+o (el cual podra existir o0 no existir, y en caso de existir podra ser un numero
real o podra ser 400, —o0 0 +0). (Ver Seccion 2.4).

MUY IMPORTANTE: Tenemos las siguientes definiciones de limites para sucesiones:

1) IDirernos que el limite de {a,} es L| siy solo si para cada ¢ positivo fijado (por pequefio

que sea), existe algiin numero natural n, de forma que se cumple |L — a,| < € para
todon =ny .
2) IDirernos que el limite de {a, } es +00| si y solo si para cada K positivo fijado (por grande

que sea), existe algiin numero natural ny de forma que se cumple a, > K para todo
nz= ng.
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3) IDirernos que el limite de {a, } es —00| si y solo si para cada K negativo fijado (por pequefio

que sea), existe algiin numero natural ny de forma que se cumple a, < K para todo
nz=ng.

4) Y |dirernos que el limite de {a,} es i00| si no se cumplen las tres definiciones anteriores

pero se cumple que para cada K positivo fijado (por grande que sea), existe algiin nimero
natural ny de forma que se cumple |a,| > K paratodon > n,.

DEFINICIONES EN PALABRAS Y SUS NOTACIONES: En el caso de que el limite sea el
numero real L (limite finito) escribimos (de modo que a,, llegara a estar tan cerca

de L como queramos, pudiendo coincidir con L, cuando se tome n suficientemente grande) y en
el caso de limite infinito, escribimos |lim a,, = 4o0|(si se cumple que a,, llegara a ser mayor que
n—00

cualquier numero positivo elegido, por grande que este sea, cuando se tome n suficientemente

grande), o escribimos |lim a,, = —o9| (si se cumple que a, llegard a ser menor que cualquier
Nn—00

numero negativo elegido, por pequeilo que este sea, cuando se tome n suficientemente grande), o

bien escribiremos que |lim a,, = *oo| (cuando el valor absoluto de a,, llegue a ser mayor que
Nn—00

cualquier numero positivo elegido, por grande que este sea, al tomar n suficientemente grande;
ocurriendo ademas que no todos los términos de la sucesion sean positivos desde uno en adelante

ni todos los términos sean negativos desde uno en adelante, es decir, que siempre habra mezcla
de términos positivos v términos negativos por mucho que avancemos en la sucesion).

Ejemplos: La sucesion {(2n — 8)/(3n + 5)} tiene limite el nimero L = 2/3 (ver observacion
muy importante a continuacion). La sucesion {n?} tiene limite +oo. La sucesioén {—n} tiene limite
—o00. Y la sucesion que cumple a,, = n? si n es impar y cumple a,, = —n si n es par (que es 1,
-2,9,—4,25,-6,49, ...) tiene limite +oo.

OBSERVACION MUY IMPORTANTE: En los casos en que la sucesion {a,,} sea la restriccién
a N de una funcién real de variable real f(x) conocida, cuyo dominio sea algin intervalo de R

que incluya a todos los niimeros naturales, el limite que f(x) tenga cuando x tienda a +oo (si

existe), serd directamente el limite de la sucesion {a,, }.

Pues los términos de la sucesion seran una parte de los valores que tome la funcion de variable

real f(x) y si estos valores tienen un comportamiento determinado cuando se hace crecer x

indefinidamente, este mismo comportamiento (pero a saltos) tendran los términos de la sucesion.
2x-8 _ 2 2n-8 _ 2

Por ejemplo, sabemos que lim = luego es lim ==
] plo, ! x—+00 3x+5 3’ g n—oo 3n+5 3

x345x . 3n3+5n
= —oo, luego tenemos lim =
n-o 7-2n2

.3
Y sabemos que lim >
x—+00 7—2X

(Ver limites de cocientes de polinomios cuando x — 400 en la Seccion 2.4).

NOMENCLATURA IMPORTANTE:

Si existe el limite de una sucesion {a,,} v éste es un nimero real L, la sucesion se llama “con-
vergente a L” o simplemente “convergente” cuando no interese mencionar su limite.
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Si existe el limite de una sucesion {a es +o0, —o0 0 +o0. la sucesion se llamara “divergente
a +00”. “divergente a —o0” o “divergente a +0” o simplemente “divergente”.

Y si no existe el limite de una sucesion, la misma se llamara “oscilante”. Por ejemplo, la sucesion
1,-1,1,—1,...., (D", es oscilante (no tiene limite un niimero, no tiene limite 4+co, no
tiene limite —oo ni tiene limite +00).

La condicién de “convergente”. “divergente” u “oscilante” de una sucesion se llama “su carac-

ter” (por tanto, cuando nos pidan “estudiar el caracter de una sucesion dada”, lo que nos preguntan
es si la sucesion es convergente, si es divergente o si es oscilante).

Nota: Cuando se escribe |lim a,, = oo| algunos textos suponen que se trata de limite +oo , pero
Nn—00
nosotros supondremos que se trata de cualquiera de las tres alternativas anteriores donde no se es-

ta especificando el signo de o ; sin embargo, la escritura n = oo significard n — 400 porque no
hay otra posibilidad y nos ahorraremos escribir el signo.

Algunas propiedades importantes:

1) Es importante saber que la eliminacion o el afadido de un numero finito de términos (que sean

consecutivos o que no 1o sean) en una sucesion cualquiera, determinara otra sucesion con el mis-
mo caracter de la anterior, y que tendra también el mismo limite si la sucesion inicial fuese con-
vergente o divergente. Pues el caricter de una sucesion cualquiera solamente depende de los tér-
minos que ocupen lugares suficientemente avanzados en la misma, con lo cual la nueva sucesion
obtenida (con términos de menos o términos de mas) tendra el mismo caracter que la inicial, pues
sus términos muy avanzados coincidiran con los que teniamos inicialmente.

2) También ocurre que una alteracion cualquiera del orden de los términos iniciales de una suce-
sidén, hasta uno determinado, produce otra sucesion con el mismo carécter (y con el mismo limite
si este existe). Por la misma razon anterior.

3) Dada una sucesion {a, }. se llama “subsucesiéon de la misma” a cualquier otra sucesidn cuyos
términos sean una infinidad de los que tenia {a,}, situados en el mismo orden inicial. Es muy

importante saber entonces que si {a, } es convergente o divergente a +0 0 —o0, toda subsucesion
de {a,} tendra siempre el mismo caracter y el mismo limite. Y que si hay dos subsucesiones de
{a,} que tengan diferente caracter o que tengan limites distintos, la sucesion {a, } seréa oscilante
(salvo que dichos limites diferentes sean solamente +00 y —oo, en cuyo caso {a, } sera divergente
a +00). Y, reciprocamente, si una sucesion es oscilante tendra al menos dos subsucesiones con

diferente caracter o con limites diferentes.

Ejemplos:

1) La sucesion {1/n} es convergente de limite cero (fijado un entorno (—&, €) del valor 0,
todos los términos de la sucesion suficientemente avanzados, o sea desde un indice n en

adelante, quedan en dicho entorno por pequefio que este sea).

2) Lasucesion {n}es divergente de limite +oo (fijado un valor positivo K, todos los términos
de la sucesion suficientemente avanzados son mayores que K, por grande que este sea).
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La sucesion {—n} es divergente de limite —oo (fijado un valor negativo K, todos los
términos de la sucesion suficientemente avanzados son menores que K, por pequefio que
sea este valor, o sea, por grande que sea su valor absoluto).

La sucesion {(—1)" - n} es divergente de limite +oo (fijado un valor positivo K, los va-
lores absolutos de todos los términos suficientemente avanzados son mayores que K, por

grande que este sea, y ademas entre los mismos habra siempre positivos y negativos).
Obsérvese que la sucesion comienza —1, 2, —3, 4, =5, 6, ... con lo cual los términos
que ocupan posiciones pares forman una subsucesion de limite +oco y los términos que
ocupan posiciones impares forman otra subsucesion de limite —oo.

La sucesiéon {(—1)"} es oscilante. Comienza —1, 1, —1, 1, —1, 1, ... con lo cual su
limite no es 1, porque no todos sus términos desde uno en adelante quedan en un entorno

suficientemente pequeiio de 1 (s6lo quedan los que ocupan posiciones pares); tampoco
su limite es —1, porque no todos sus términos desde uno en adelante quedan en un entorno
suficientemente pequefio de —1 (s6lo quedan los que ocupan posiciones impares); tampo-
co su limite puede ser +00, —oo 0 +00, porque ninguno de sus términos es mayor que el
numero K = 2 y ninguno de sus términos es menor que K = —2 | y tampoco su limite

podra ser un numero real cualquiera L, diferente de 1 y —1, porque en un entorno sufi-
cientemente pequefio de L no quedara ningtn término de la sucesion. Notese que la sub-
sucesion que forman sus términos de lugares impares es —1, —1, —1, ..., que tiene limite
—1. Y la subsucesion de sus términos de lugares pares es 1, 1, 1, ... , que tiene limite 1
(tenemos entonces dos subsucesiones con limites diferentes y la propiedad 3) anterior es-
tablece que la sucesion dada es oscilante).

La sucesion vista al principio 1,1,2,1,3,1,4, 1,5, 1,.... también es oscilante, pues tiene
una subsucesion con limite 1 (la formada por los términos que ocupan lugar par) y tiene
otra subsucesion con limite +oo (la formada por los términos que ocupan lugar impar).

La sucesion {(—1)” -;} parece oscilante por los cambios de signos entre términos que

ocupan lugares pares ¢ impares, pero es convergente de limite cero (pues todos sus tér-
minos desde uno en adelante quedan en un entorno prefijado (—¢, €) del valor L = 0, por

pequefio que sea este entorno).

El numero e

Una sucesién muy importante que es convergente y tiene como limite el namero irracional e

(llamado asi en honor al gran matematico suizo Leonhard Euler, que vivio en el siglo XVIII) es

la que tiene por término general a,, = (1 + 1/n)" . Recordemos que la escritura decimal del nt-
mero e es 2°718281828459045... .

Pues bien, los cuatro primeros términos de la sucesion que hemos dicho son: 2, 2’25, 2°370370...
y 2’441406... . Y los términos que ocupan las posiciones 50, 100, 1000 y 10000 son respec-
tivamente 2°691588...,2°704813...,2°716923... y2°718145... . Notamos la aproximacién muy
lenta de los valores de los términos subiendo hacia el valor del limite.
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Mas general, la sucesion {a,,} = {(1 + k,/b,)’"} tiene por limite eX, si {b,} es divergente (a
400, a —0 0 a to)y {k,} es convergente de limite K (se daran las explicaciones corres-

pondientes en la pag. 18). Como caso particular, si el término general es (1 — 1/n)" el limite es
e~ !, pues aqui k,, = —1 para todo n (luego su limite es K = —1) y b,, = n , luego {b,,} diverge

a +oo,

Propiedades de los limites de las sucesiones

1)
2)

3)

4)

S)

6)

El limite de una sucesidn convergente €s un numero Unico.

Toda sucesidon constante es convergente vy su limite es esa constante.

Sean dos sucesiones {a,.} v {b,,} convergentes de limites respectivos A v B. Entonces, si
es A < B, desde un cierto n en adelante sera a,, < b,. En particular, al comparar con la

sucesion constante cero de limite cero, se tiene: Si una sucesidén es convergente y tiene

limite positivo, todos sus términos seran positivos desde uno en adelante. Y si el limite
de una sucesidén convergente es negativo, todos sus términos serdn negativos desde uno
en adelante.

Sean dos sucesiones {a,} v {b,} que cumplen |a,, < b, | para todos los valores de n sufi-
cientemente grandes. Entonces puede suceder: a) Que sean ambas sucesiones conver-
gentes de limites respectivos A y B, cumpliéndose entonces . b) Si la sucesion

{a,} sabemos que es divergente a +oo, la sucesion {b, } también sera divergente a +oo.

¢) Si la sucesion {b,} sabemos que es divergente a —oo, la sucesion {a, } también sera
divergente a —oo.

Nota: Es importante saber que, aunque las dos sucesiones sean convergentes vy se cumpla

a,, < b,, para todos los valores de n suficientemente grandes, podria suceder que sus li-

mites A y B coincidan.

Unejemploes a, =n/(n+1) y b, = (n+ 1)/n.Estaclaro que a, < 1 < b,, , luego
a, < b, para todo n y sin embargo ambas sucesiones tienen limite 1 (porque sus limites
son los de las funciones f(x) =x/(x+1) y g(x) = (x + 1)/x que tienen ese limite).

Consecuencias de lo dicho anteriormente son las propiedades: “Toda sucesion conver-
gente que tenga todos sus términos positivos desde uno en adelante, tendra limite positivo

o cero” y “toda sucesion convergente que tenga todos sus términos negativos desde uno

en adelante, tendra limite negativo o cero”.

Una propiedad obvia pero que tiene su importancia es la siguiente: Si los términos gene-
rales de tres sucesiones cumplen la condicion la,, < b,, < ¢, para todos los valores de n
suficientemente grandes, y se sabe que las sucesiones a,, v ¢, tiene el mismo limite (pue-

de ser L, +0 0 —), la sucesion {b,, } tendré el mismo limite que ambas.

Esto es util, porque a veces {b,} tiene cierta complicacion y se descubren dos sucesiones
{a,}y {cn} que cumplen la relacion exigida teniendo ademas el mismo limite, con lo cual
se sabe lo que le ocurre a {b,, }.

Un ejemplo podria ser b,, = (cosn)/n , con lo cual podemos tomar a,, = —1/nyc, =
1/n. Al ser siempre —1 < cosn < 1ysern >0, sera —1/n < (cosn)/n < 1/n para
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todo n; pero los limites de —1/n y 1/n coinciden (valen cero, como indica la propiedad
8 que sigue); por lo tanto, la sucesion {(cos n)/n} es convergente de limite cero.

7) Caso particular importante de la propiedad anterior es: Si la sucesion {b,, } es de términos

no negativos y la sucesion {c, } (de términos mayores o iguales) tiene limite cero, la suce-
sion {b,} también tendra limite cero (pues es 0 < b,, < ¢;,). Y otro caso particular es: Si
la sucesién {b, } es de términos no positivos vy la sucesion {a,} (de términos menores o

iguales) tiene limite cero, la sucesion {b,, } también tiene limite cero (pues en este caso es
a, < b, <0).

8) Si el término general de una sucesion es |a, = P.(n)/Q<(n)|, donde el numerador es un

polinomio de grado r en la variable n y el denominador es otro polinomio de grado s en
la variable n. la sucesion correspondiente serd convergente con limite cero sir < s, serd

divergente si r > s y sera convergente con limite el cociente a/b si r = s , siendo a el

coeficiente de la mayor potencia de n en el polinomio del numerador v b el coeficiente

de la mayor potencia de n en el polinomio del denominador (propiedad totalmente ana-

loga a la conocida para funciones racionales fraccionarias de variable real x, donde alli
podia ser x = 400 0 bien x - —oo y aqui s6lo vale n = ). (Ver Seccion 2.4).

Sucesiones monotonas

Se dice que una sucesién {a, } es “monodtona creciente” si se cumple a, < a,.,; para todo indice
n. Es decir: a; < a, < a3 < -+ . Una sucesion de este tipo s6lo puede ser convergente o diver-

gente a +0o.

Ejemplo: La sucesion de los nimeros naturales es monétona creciente y como se cumple siempre
a, < a,41 diremos que es “estrictamente creciente”.

Se dice que una sucesién {a,} es “monotona decreciente” si se cumple a,, = a,,,, para todo n.
O sea: a; = a, = a3 = -+ . Una sucesion de este tipo s6lo puede ser convergente o divergente a

—%0.

Ejemplo: La sucesion {1/n} es mondtona decreciente y como se cumple siempre a,, > a,,; dire-
mos que es “estrictamente decreciente”. Una sucesion mondtona decreciente que no sea “estric-
tamente decreciente” podria ser 10, 9, 9, 8, 7, 7, 6, 5, 5, .... (no es estrictamente decreciente
porque tiene términos consecutivos iguales y los consecutivos diferentes estan en una relacion

decreciente).

Se dice que una sucesién es “monodtona’ si es “monotona creciente” o es “monodtona decreciente”.

Se dice que una sucesion {a, } “estd acotada inferiormente” si existe un nimero real K; de modo
que se cumpla K; < a, para todo n (K; se llama una “cota inferior” de la sucesion). Al haber una
cota inferior hay otras infinitas cotas inferiores, pues cualquier nimero menos que K; sera otra

cota inferior.

Ejemplo: La sucesion {n3} esta acotada inferiormente por K; = 0, pero también por K; igual a
cualquier numero negativo.
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Se dice que una sucesion {a, } “estd acotada superiormente” si existe un nimero real K, de modo
que se cumpla a,, < K, para todo n (K, se llama una “cota superior” de la sucesion). Al haber
una cota superior hay otras infinitas cotas superiores, pues cualquier nimero mayor que K, sera
otra cota superior.

Ejemplo: La sucesion {(—1)™} esta acotada superiormente por cualquier nimero positivo mayor
oigualal.

Es evidente que una sucesion mondtona creciente esta siempre acotada inferiormente (su primer

término es una cota inferior) y que una sucesion monoétona decreciente estd siempre acotada supe-
riormente (su primer término es una cota superior).

Se dice que una sucesion {a,} “estd acotada” si lo estd inferiormente y superiormente. O sea, si
existen numeros reales K; y K, de modo que se cumpla K; < a,, < K, para todo indice n.

Ejemplos: {(—1)"} esté acotada, pues una cota superior es 1 o es 2 y una cota inferior es —1 o es
—2. En cambio, la sucesion {n3} no estd acotada (pues lo estd inferiormente por 0, pero no lo esta
superiormente, ya que los cubos de los numeros naturales llegan a superar a cualquier nimero
positivo que demos). Y la sucesion {(—3)™} no esta acotada (en este caso no lo esta inferiormente
ni superiormente, pues sus términos iniciales son —3,9,—27,81, ..., o sea que incluye infinitos
términos tan grandes como queramos y otros infinitos términos tan pequefios como queramos).

Un teorema fundamental es el siguiente:

TEOREMA: Toda sucesion que sea “monétona” y a la vez “acotada” es siempre “convergente”.

En efecto, al ser la sucesion acotada no podra ser divergente a 4o (pues no hay términos mayores
que un K5), ni divergente a —oo (pues no hay términos menores que un K;), ni divergente a +oo
(pues los valores absolutos de sus términos no superaran al mayor de |K;| y |K,|). Por tanto, las
unicas posibilidades que quedan para el caracter de la sucesion es que sea convergente o que sea
oscilante. Pero al ser monotona, no puede ser oscilante (pues si lo fuera, tendria al menos dos

subsucesiones con limites diferentes, con lo cual habria unos términos seguidos de otros menores,
los cuales estarian seguidos a su vez de otros mayores, etcétera; algo incompatible con ser
monotona creciente y también con ser monotona decreciente).

Nota 1: El Teorema anterior puede darse para sucesiones monotonas crecientes diciendo: “Toda
sucesidon monoétona creciente y acotada superiormente es convergente” (al ser monotona creciente

ya esta acotada inferiormente y al suponer que también esté acotada superiormente, estara aco-
tada). Y también el Teorema puede darse para sucesiones mondtonas decrecientes como “toda
sucesion monotona decreciente vy acotada inferiormente es convergente” (al ser mondtona decre-
ciente ya esta acotada superiormente y al suponer que también esté acotada inferioremente, tam-

bién estara acotada).

Nota 2: No toda sucesion acotada es convergente, pues puede ser oscilante (por ejemplo, la suce-
sion {(—1)"} esta acotada entre —1 y 1 y es oscilante). Lo que si ocurre es que una sucesion
acotada no puede ser divergente, como dijimos anteriormente.

Nota 3: Y también ocurre que toda sucesion convergente estard acotada, pues todos sus términos
desde uno en adelante (Ilamemos al indice del primero 1) estardn en un intervalo de la forma
(L—=¢,L + ¢), siendo L el limite de la sucesion y € un nimero positivo que habriamos prefijado
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y para el cual existe ese n, considerado (en virtud de la definicion de limite L, dada en la pag. 3).
Pero entonces, todos sus términos de indices menores que n,, quedaran también incluidos en el

intervalo anterior si lo agrandamos convenientemente (pues son un nimero finito de términos).

Ejemplos:

1) Un ejemplo de monotona creciente y acotada superiormente es {n/(n + 1)}.
En efecto, sus primeros términos son 1/2, 2/3, 3/4, 4/5,..... y se ven creciendo, pero hay
que demostrar que se cumple a,, < a,,1 para todo n. La desigualdad anterior es en este
cason/(n+1) < (n+1)/(n+ 2),locual equivalea n- (n+2) < (n+ 1)? yestoes
cierto pues n? + 2n < n? + 2n + 1, para todo n. Por tanto, la sucesiéon dada es mono-
tona creciente (podemos decir estrictamente creciente).

Ademas, es evidente que a,, = n/(n + 1) < 1 para todo n, luego 1 es una cota superior
de la sucesion y entonces la sucesion esta acotada superiormente. Sabemos que el limite

de la sucesion es 1 (coincide con la cota superior dada porque hemos tomado la cota
superior mas pequefia posible; pero si hubiésemos tomado la cota superior 2, por ejemplo,
ya no coincidiria el limite con la cota tomada).

2) Y un ejemplo de monotona decreciente y acotada inferiormente es {1/n}.
En efecto, la condicion a,, = a, 44 equivale a 1/n = 1/(n + 1) que se cumple eviden-
temente para todo n (se cumple la relacion >). Luego la sucesion es estrictamente
decreciente.
Ademas, todos sus términos son positivos, luego a,, > 0 para todo n , con lo cual 0 es
una cota inferior de la sucesion y entonces la sucesion esta acotada inferiormente. Sabe-
mos que su limite es cero (que es la mayor cota inferior).

Precisamente, la manera de demostrar que existe el limite de la sucesion {(1 + 1/n)"} es demos-

trar que es “monotona creciente” y también demostrar que estd “acotada superiormente”, con lo

cual podremos aplicar el Teorema anterior en su version para sucesiones mondtonas crecientes y
concluiremos que esta sucesion es “convergente” (no lo hacemos aqui por ser algo complicado).

Su limite es el nimero e, como hemos dicho.

Operaciones entre sucesiones

Dadas dos sucesiones {a, } y {b,}, se define “la sucesion suma” de ambas como {c,}, donde ¢,, =
a, + b,, para todo n (cada término de la “sucesion suma” es la suma de los respectivos términos
de las sucesiones que sumamos). Al respecto, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 1: a) Si las sucesiones dadas son convergentes de limites A y B, la sucesion suma es
convergente de limite A + B.

b) Si una de las sucesiones dadas es convergente y la otra es divergente, su suma es divergente
con el mismo limite.

c¢) Si ambas sucesiones son divergentes, no puede asegurarse el caracter de la sucesion suma (es
un caso de la indeterminacion oo + o),
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Nota importante: En el caso c¢) del Teorema anterior hay situaciones donde podemos asegurar lo

que le ocurre a la funcion suma: Si las dos sucesiones dadas son divergentes a 400 , la suma de

ambas sera divergente a 400 (caso claro). Y si ambas son divergentes a —oo , la suma también lo

sera (el otro caso claro). Entonces, las verdaderas indeterminaciones son los restantes casos que

pueden representarse simbdlicamente como (+) + (=) y (=) + (+x).

De igual modo se define la “sucesion diferencia” de dos sucesiones dadas, con propiedades ana-
logas a las anteriores. Y en este caso, cuando ambas sucesiones dadas sean divergentes, tampoco

puede asegurarse en general el caracter de la sucesion diferencia. Las verdaderas indetermina-
ciones pueden ahora escribirse simbolicamente como (+0) — (+0) y (—0) — (—00).

Dada una sucesion {a, } y un niamero real k, se define “el producto de la sucesion por el nimero

k” como la nueva sucesion de término general k - a,, (todos los términos de la sucesion dada que-
dan multiplicados por el nimero k). Al respecto, tenemos otro teorema:

TEOREMA 2:

a) Sies k = 0lasucesion {k - a,,} es la sucesion constante {0}, obviamente convergente de limite
cero, sea cual sea el caracter de la sucesion {a,,}.

b) Pero si es k # 0, el caracter de la sucesion {k - a,} coincidira con el de la sucesion {a,}. En
caso de convergencia el nuevo limite serd el producto de k por el limite de {a,}. Y en caso de
divergencia de {a,,} a +00, —c0 0 too, la sucesion {k - a,, } divergera también a +oco, —c0 0 +0
(respectivamente) sies k > 0, y divergera a —oo, 400 0 too (respectivamente) sies k < 0.

En particular, tomando k = —1 se tendra “la sucesidn opuesta” de {a,} que es {—a,}. De modo
que si {a, } es convergente de limite L, {—a,, } sera convergente de limite —L; si {a,, } es divergente

a 40, a — 0 a +oo, la sucesion opuesta {—a,} serd divergente a —o, a +00 0 a +00, res-
pectivamente, y si {a, } es oscilante, la opuesta también lo sera.

Dadas las sucesiones {a,} y {b,}, se define “la sucesidon producto de ambas” como la nueva su-

cesion {c, }, donde ¢,, = a,, - b, para todo n. Al respecto, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 3:

a) Si las sucesiones dadas son convergentes de limites A y B, la sucesion producto es convergente
de limite A - B.

b) Si una de las sucesiones dadas es convergente y la otra es divergente, su producto es divergente,

salvo que la convergente tenga limite cero, en cuyo caso no puede asegurarse el caracter del pro-

ducto de ambas (pues estariamos en la indeterminacion 0 - co de los limites de funciones).

c¢) Por ultimo, si las dos sucesiones dadas son divergentes, su producto es también divergente (a

+00, a —00 0 a F00, segun sean los signos de sus términos, aplicando la regla de signos).
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Todos los teoremas anteriores son consecuencias de las propiedades de los limites de funciones

reales de una variable real. (Ver Seccion 2.4).

Ahora tenemos también el siguiente teorema que se refiere a “sucesiones inversas’:

TEOREMA 4:

a) Si una sucesion {a,} tiene todos sus términos diferentes de cero y es conver-gente, siendo su

limite L también diferente de cero, la “sucesion inversa” {1/a,,} sera convergente de limite 1/L.

b) Si {a,} es divergente, siendo no nulos todos sus términos, la sucesion {1/a,} es convergente
de limite cero.

¢) Si {a,, } tiene limite cero, siendo todos sus términos no nulos, la sucesion {1/a,} es divergente
(a 400, a —00 0 a +o0, seglin sean los signos de a, que coincidiran con los signos de 1/a;).

d) Y si {a,} es oscilante, siendo todos sus términos no nulos, la sucesion {1/a,} también sera
oscilante.

Nota: La condicion de que todos los términos de {a,, } sean diferentes de cero (o no nulos) es para
que puedan existir todos los términos de la sucesion {1/a,,}.

“La sucesién cociente de {a,} entre {b,,}” es la que tiene por términos c,, = a, /b, para todo n
(suponemos b,, # 0 para todo n). Podemos considerarla como “la sucesion producto” de {a,, } por
“la sucesion inversa” {1/b,, }. (Caso particular es cuando a,, = 1 para todo n y entonces la “suce-

sion cociente” es la “sucesion inversa”). Al respecto tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 5:

a) Si la sucesion {a,} es convergente de limite A y la sucesion {b,,} es convergente de limite B
diferente de cero, la sucesion cociente {a,, /b, } es también convergente y su limite es A/B.

b) Si fuese A # 0y B = 0, la sucesion {a,, /b, } sera divergente.

c) Si fuese 4 = 0 y B = 0, no podemos asegurar el caracter de la sucesion cociente (pues esta-
remos en la indeterminacion 0/0 de los limites de funciones).

d) Si {a,} es convergente y {b,,} es divergente, el cociente sera con seguridad convergente con
limite cero.

e) Si{a,} es divergente y {b,, } es convergente, el cociente {a,, /b, } sera con seguridad divergente.

f) Si las dos sucesiones son divergentes, tampoco podra asegurarse el caracter del cociente de am-

bas (estaremos en la indeterminacién oo /o).

Ahora trataremos las sucesiones cuyos términos sean los logaritmos (en una determinada base)
de los términos de otras sucesiones.

12 Anatael Cabrera de Armas




SUCESIONES NUMERICAS

Dada una sucesion de términos positivos {a,, }, podemos definir “la sucesién de sus logaritmos en
base b”, como la que tiene término general , siendo b positivo y diferente de 1. Al
respecto, tenemos el teorema:

TEOREMA 6: a) Si {a,,} es de términos positivos y tiene limite L > 0, “la sucesion de sus loga-

ritmos en base b” sera convergente de limite log, L.

b) Si {a,} es de términos positivos y tiene limite L = 0, “la sucesion de sus logaritmos en base
b” sera divergente a —oo cuando b > 1y sera divergente a +0 cuando 0 < b < 1.

¢) Y si {a,} diverge a +o0, “la sucesion de sus logaritmos en base b” serd divergente a +o

cuando b > 1y sera divergente a —o0 cuando 0 < b < 1.

(Recuérdense, al respecto, los limites de la funcion f(x) = log,x cuando b > 1y también cuan-
do 0 < b < 1 que estan en la Seccion 2.5).

Finalmente, consideramos las sucesiones cuyos términos sean potencias, con bases los términos
de alguna sucesion y exponentes los términos de otra sucesion.

Dada una sucesion {a,, } de términos positivos y dada una sucesion {b,,} cualquiera, se define “la

sucesion de potencias de bases {a,, } v exponentes {b, } como la sucesion {c, }, donde
para todo n. Al respecto, tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 7: a) Si la sucesion {a, } es convergente de limite A > 0 y la sucesion {b, } es con-

vergente de limite B (cualquier nimero), la sucesion de potencias serd convergente de limite AZ.

b)SiesA=0y B > 0, el limite sera también A% = 08 = 0. (Recuérdese que debe ser a,, > 0
siempre).

c)YsiesA=0yB <0, el limite serd +. (Recuérdese que debe ser a,, > 0 siempre).

d) Si la sucesién de la base tiene limite cero y la del exponente tambén tiene limite cero, no puede
asegurarse el caracter de la sucesion de potencias (estamos en la indeterminacién 0° de los limites
de funciones).

e) Si la sucesion de la base tiene limite 1 y la sucesion del exponente es divergente, tampoco pue-
de asegurarse el caracter de la sucesion de potencias (estamos en la indeterminacion 1%° de los
limites de funciones).

f) Y si la sucesion de la base es divergente a +o0 y la sucesion del exponente tiene limite cero,
tampoco puede asegurarse ¢l caracter de la sucesion de potencias (estamos en la indeterminacién
(+0)° de los limites de funciones).

NOTA IMPORTANTE: Para analizar los casos de estas indeterminaciones en forma de potencia
y cualquier otro caso de sucesiones de potencias cuyos comportamientos no estén claros, debe
hallarse el limite de la sucesion producto {b,, - log.(a,)} = {p,}, con lo cual se podra conocer el
limite de la sucesion {ePn} que es la misma {a, "} (en efecto, p, = by,  log.(a,) = loge(a,),
con lo cual ePr = a,Pr) . La conclusion resulta finalmente de las propiedades de la funcién
exponencial e*: Si el limite de {p, } es L. el limite de la potencia inicial serd e’; si el limite de
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{p,} es +o0, el limite de la potencia inicial serd +oo: si el limite de {p,} es —oo, el limite de la

potencia inicial serd cero, y si el limite de {p,} es +o, la potencia inicial no tendra limite (esa

sucesion serd oscilante, pues infinitos términos tenderan a +oo y otros infinitos términos tenderan
a cero).

Nota adicional: Cuando estemos en una de las indeterminaciones en forma de potencia (0°, 1® o
bien (+0)9), el limite de la sucesion {b, - log.(a,)} estara en la indeterminacién 0 - oo (o bien
oo - 0), que son mas faciles de resolver.

Sucesiones de medias

Dados n numeros reales, la “media aritmética” de todos esos numeros es, como sabemos, su suma

dividida entre n.

Y si tenemos n numeros reales positivos, la “media geométrica” de todos esos numeros es la raiz
de indice n de su producto.

Pues bien, dada una sucesion cualquiera {a,}, podemos establecer su “sucesion de medias arit-

méticas” que tiene por término general b, = (a; + a, + - + a,)/n (definicién recurrente). Por
tanto, su primer término sera a,, su segundo término sera (a; + a,)/2, su tercer término sera
(a; +a, +a3)/3, ete...

Y dada una sucesion de términos positivos {a,, }, podemos establecer su “sucesion de medias geo-
métricas” que tiene por término general |cn = /ay - a, - ... a,| (otra definicidén recurrente). Su

primer término es a,, su segundo término es \/a; - a, , su tercer término es 3/a; - a, - as , etc...

Al respecto, tenemos tres teoremas importantes:

TEOREMA 1: Si la sucesion {a,, } es convergente, su sucesion de medias aritméticas también sera
convergente y tendra el mismo limite. Y si {a,} es divergente a +c0 0 a —oo, su sucesion de
medias aritméticas también sera divergente y tendra el mismo limite.

TEOREMA 2: Si la sucesion de términos positivos {a, } es convergente, su sucesion de medias
geométricas también serd convergente y tendra el mismo limite. Y si {a,} es divergente a +oo,

su sucesion de medias geométricas también sera divergente a +oo.

TEOREMA 3: Sea la sucesion de términos positivos {a,}. A partir de ella pueden definirse en
forma recurrente dos nuevas sucesiones de términos positivos que son {a,,/a,,_1 } (tomando como

ag el valor 1)y {”,/an } Pues bien, si la primera de estas dos (llamada la razén de un término al

anterior) es convergente, la segunda (llamada la raiz n-sima del término general) también es con-
vergente y tiene el mismo limite. Y si la primera es divergente a +oo, la segunda también.

Nota 1: El Teorema 2 es una consecuencia del Teorema 1 (aplicando logaritmos) y el Teorema 3
es una aplicacion directa del Teorema 2, porque /a,, es el término general de la sucesidén de me-

dias geométricas correspondiente a la que tiene como término general a,, /a,_, tomando a, = 1.

nlja; a; a an- a nla
En efecto, "[2.%2.% ... 0n1, @0 /—”=”/an.
a az an-1 Qo

0o a1 an-2
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Nota 2: Aplicando el Teorema 3 a la sucesion de los nimeros naturales {n}, resulta que el limite
de la sucesién { W} es 1 (porque el limite de la sucesion {n/(n — 1)} también es 1). El limite

-7 n . .y , - . .. .
de la sucesion { \/E} aparece con frecuencia en la resolucidn practica de ejercicios con sucesiones.

Nota 3: En muchas ocasiones la “sucesion de la razon de un término al anterior” se presenta con
término general a,,,,/a, en vez de a, /a, _,. Da igual, pues la segunda expresion coincide con
la primera para el valor siguiente de n. En general, para el estudio de su caracter, es lo mismo
tomar como término general de una sucesioén a,, que tomar como término general a, 1, Gp42 O

a, -1 (lo importante es que el término general incluya la variable n, con lo cual podremos re-
producir la sucesion a partir de un cierto término, sin que falten otros posteriores: Son los términos
suficientemente avanzados de la sucesién los que definen su caracter y su posible limite.

Veamos finalmente una generalizacion del Teorema 1 de las medias aritméticas. Se trata de usar
“medias ponderadas”: Dados n nameros reales a, ,a, ,as,...,a, y elegidos n “factores de pon-
deracidn positivos” Py ,P, . V3, ..., Py . € llama “media ponderada de los n nimeros reales dados,

con los factores de ponderacion elegidos”, al cociente

i pitay pptaz pst--tan pn
D1tP2+p3t++Dp

Obsérvese que la media aritmética es un caso particular de media ponderada: Corresponde a que
tomemos todos los factores de ponderacion iguales. Pues bien, al respecto, tenemos otro teorema:

TEOREMA 4: Si la sucesion {a,} es convergente de limite L y la sucesion {p,,} es de términos
positivos, la sucesion de medias ponderadas correspondiente a {a,, }, utilizando como factores de
ponderacidn respectivos los términos de {p,}, también es convergente y su limite es L (inde-
pendientemente de cudles sean los factores de ponderacion py,). Y si {a,} es divergente a +o0 o
a —oo, la sucesion de medias ponderadas también sera divergente y tendra el mismo limite.

APLICACION IMPORTANTE: Si queremos saber el limite de una sucesion cociente {A,,/B,}.
donde la sucesion {B,} es de términos positivos y estrictamente creciente (0 sea monotona cre-
ciente pero sin términos iguales), podremos interpretar que {A4,,/B,} es la sucesion de medias
ponderadas de una cierta sucesion {a,, } (que podremos determinar a partir de A,, y B,,), utilizando
unos factores de ponderacion p,, (determinables a partir de los B,,). En efecto, podemos considerar

que el denominador B, del cociente dado es la suma de los n primeros términos de una sucesion
{p,} de factores de ponderacion positivos (B, = p; + p2 + -+ + py), de modo que el factor p,
serd entonces la diferencia |B,, — B,_| (por ello se ha supuesto que la sucesion {B,} sea de
términos positivos y estrictamente creciente). Pero ademas, podremos considerar que el nume-
rador A, del cociente dado es de la formaa; -p; +a, " p, + -+ a, - p, . con lo cual se puede
calcular el valor de a,, ya que la diferencia A,, — A,,_; sera el producto a, - p,, y por tanto se
tendra |an =(Ap—Ap-1)/Pn=(An—Ay_1)/(By—By_1 )| .

De este modo, al interpretar la sucesidén cociente inicial {4, /B, } como la sucesién de medias

ponderadas de la anterior sucesion {a,}, con los factores de ponderacion p,,., el Teorema 4 nos
asegura que el limite de la sucesion {4, /B, } serd igual al limite de la sucesion {a,, } anteriormente
obtenida, tanto si este limite es un nimero real como si es +9 0 —oo. Por tanto, podremos escribir

lim 22 = lim 2n~4n-y (igualdad llamada Criterio de Stolz).

n—oo By, n—oo Bn—Bp_1
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Nota 1: Este Criterio de Stolz es una herramienta muy util en el calculo de limites indeterminados

del tipo o0 /o0, donde el numerador o el denominador sea la suma de un numero variable de

términos. A veces se trata de un cociente cuyo numerador no sabemos si es divergente, pero cuyo
denominador es claramente una sucesion de términos positivos estrictamente creciente (es lo ver-

daderamente importante para aplicar el Criterio de Stolz), con lo cual se puede intentar resolver
el limite del cociente aplicando este Criterio. Veremos un caso asi en el Ejercicio 7 del altimo
apartado de esta Seccion y a continuacion vemos otro caso:

12422+.-+n?
n3

Ejemplo: Calcular el limite de cuando n — oo, Observamos que tanto el numerador

como el denominador tienden a 4o, luego estamos en una indeterminacion co/co. Y la sucesion

del denominador {n3} es de nimeros positivos estrictamente creciente. Luego el cociente dado

cumple la condiciéon que se exige para aplicarle el Criterio de Stolz al limite planteado.

. 1242%4-4n? . [12422 4+ (n-1)24n?]-[12 4224+ (n—1)?]
Entonces: lim ————= lim

n-co n n—co n3—-(n-1)3

de modo que en el numerador sélo queda n? y en el denominador queda 3n%? — 3n + 1. De modo
que el limite dado es igual al limite del cociente n?/(3n? — 3n + 1), que es claramente 1/3 (apli-
cando la propiedad 8 de la pag. 8).

Nota 2: Este es un caso en que no podemos interpretar la sucesion dada como la restriccién a N
de una funcién de variable real, pues el numerador es una suma de n sumandos, con lo cual no
podremos dar ese nimero de sumandos a través de una variable real x, la cual toma valores no
enteros en general.

Nota 3: Otto Stolz fue un matematico austriaco que vivio en el siglo XIX.

Sucesiones infinitésimas

Diremos que una sucesion {a, } es “infinitésima” (o que es “un infinitésimo™) si es convergente
de limite cero.

Aqui podemos aplicar muchas de las consideraciones hechas en el tema “Infinitésimos” de fun-
ciones reales de una variable real (Seccion 3.4). Como “orden de un infinitésimo”, comparacion
de los 6rdenes de varios infinitésimos y el importante concepto de “infinitésimos equivalentes”
(que pueden intercambiarse en el calculo de limites, cuando aparecen multiplicando en el nume-
rador o en el denominador de la expresion cuyo limite buscamos). Asi, “el orden” de una sucesion

infinitésima es una medida de la velocidad con que sus términos se acercan al limite cero.

En general, si {a,}y {b,} son sucesiones infinitésimas, la comparacién de sus érdenes se hace
por cociente: Si {a,, /b, } tiene limite cero, diremos que {a, } es “un infinitésimo de mayor orden”
que {b,,}; si {a, /b, } tiene limite infinito, diremos que {a,} es “un infinitésimo de menor orden”
que {b,,}, y si {a,/b,} tiene limite un nimero diferente de cero, diremos que ambas sucesiones

son “infinitésimos de igual orden” (y en este caso, si el limite del cociente es 1, las dos sucesiones

se llaman “infinitésimos equivalentes”).

Toda potencia de base n y exponente real negativo —p representa el término general de una su-
cesion infinitésima y consideramos que “su orden” es p. Asi n~3 es de orden 3, n=2/5 es de orden
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2/5y n~VZ es de orden V2 . Y otras sucesiones infinitésimas tendran 6rdenes mayores, menores
0 iguales, obtenidos por comparacién con éstas.

Conviene saber que una suma o diferencia de varios infinitésimos de érdenes distintos es otro

infinitésimo cuyo orden es el menor de los 6rdenes respectivos. Y un producto de varios infini-

tésimos es otro infinitésimo cuyo orden es la suma de los 6rdenes respectivos. Por ultimo, cuando
se multiplica un infinitésimo por una constante no nula, se obtiene siempre otro infinitésimo del

mismo orden.

Ejemplos:

Sucesiones infinitésimas son {1/n}, {sen[(2n + 1)/(n? + 3n)]} y {1 — cos(3/n?)}.

. ., . 1 1 geens
En la primera sucesion el término general es —=n ! (infinitésimo de orden 1, como hemos

dicho anteriormente).

En la segunda podemos aplicar que las funciones reales sen u y u son infinitésimos equivalentes
(cuando u tiende a cero) y aqui u es el cociente (2n + 1)/(n? + 3n), el cual tiende a cero. Asi
sen(u) es un infinitésimo equivalente a u; pero ademas, si calculamos el limite del cociente an-
terior (1) dividido entre n™1, veremos que da 2; luego dicho cociente es un infinitésimo del mismo
orden que n~ 1, el cual es de orden 1. En conclusion, la segunda sucesion dada es también un in-
finitésimo de orden 1. (La diferencia entre los grados del denominador y el numerador es 1).

Y la tercera sucesion dada anteriormente es equivalente a {(3/n2)?/2} = {9/2n*}, pues la

funcién real 1 — cosu es un infinitésimo equivalente a u?/2 (cuando u — 0) y aqui u es 3/n?,

que tiende a cero. El orden de esta tercera sucesion dada es entonces 4, ya que 9/2n* = (9/2) -

n~*, del mismo orden que n™%.

2-sen3(1/n)
n-[1-cos(3/n2)]
n — oo, podremos sustituir el infinitésimo sen3(1/n) por (1/n)3 (sustitucion tres veces de
sen(1/n) por 1/n, ya que es tres veces factor del numerador) y podremos sustituir el infinitésimo
2-(1/n)?
n-(9/2n*%)

Entonces, si nos pidiesen, por ejemplo, calcular el limite del cociente cuando

1 —cos(3/n?) por 9/2n*, ya que es factor del denominador, quedando el limite de

que es claramente 3 Por tanto, este ntimero sera el limite del cociente inicial y en este caso, nu-

merador y denominador dados son infinitésimos del mismo orden sin ser infinitésimos equiva-
lentes.

Ademas de los infinitésimos equivalentes importantes entre funciones reales de una variable real

que hemos recordado en el ejemplo anterior, estan los siguientes:

tanu~u ; larcsenu~u ; larctanu~u ; *—1~4

todos cuando u = 0. (Pondremos siempre el simbolo ~ entre los infinitésimos equivalentes, como

haciamos en la Seccion 3.4).

Mas general que la tltima equivalencia es: ja* — 1 ~ u - Ind (siendo a positivo diferente de 1),

cuando u = 0.
Y ademas (también cuando u — 0), tenemos estas otras dos equivalencias que vimos en la Sec-
cion 3.4:

l+w*—1~a- 4y y |loga(1 +u)~u-log, e|
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donde la ultima puede darse también de la siguiente manera:
logau ~ @ —1)-logzel (cuandou — 1)
la cual, en el caso particular en que a = e, se reduce a
Inu~u—1 (cuandou = 1)
que tiene gran aplicacidn en el cdlculo de limites indeterminados del tipo 1%°.

Ejemplo:
n n
lim (\/j%rl) = lim (1 +%) = (1) = lim en In(1+1/vn) (por ser u¥ = e¥’ ")
n—oo n—oo n-oo

Para luego calcular aparte el limite del exponente (producto indeterminado del tipo o -0) y
finalmente utilizar propiedades de la funcién exponencial e*. Pero en ese calculo del limite del
exponente, el infinitésimo ln(l +1/ \/ﬁ) podra sustituirse por su equivalente 1/+/n (pues 1 +
1/+/n tiende a 1), con lo cual dicho exponente queda reducido a n - (1 / \/ﬁ) = +/n, cuyo limite

es +oo. Por tanto, finalmente el limite dado sera +oo, porque lir_El e* = +oo.
X—>+00

b
. . . kn\Pn . ,
Si aplicamos lo anterior a las sucesiones de la forma a,, = (1 + —b”) , mencionadas en la pag. 7,
n

donde {b,} es divergente y donde {k, } es convergente de limite K, se tiene:

b . kn
lim an = lim (1+2)" = 1=) = lim ¢ " "(*52)
n—oo n—oo by n—-oo

o : Kn : kn :
y el limite del exponente es: %1_{{;10 [bn - In (1 + Z) = lim (bn -b—) =limk,=K

n—oo n n—oo

o k e . k .
donde hemos sustituido el factor In (1 + b—") por su infinitésimo equivalente b—" , con lo cual sera
n n

finalmente W , como habiamos adelantado en dicha pag. 7.
n—oco

Sucesiones infinitas

Si las sucesiones infinitésimas tienen importancia en el calculo de limites, las sucesiones diver-

gentes (también llamadas “sucesiones infinitas” o mas brevemente “infinitos”) tienen también

mucha importancia. Y comparando unas con otras las hay “de mayor orden”, “de menor orden”
y “del mismo orden”, siendo “el orden” una medida de la velocidad con que tienden a infinito

(+00, —0 0 +o0). También las hay “equivalentes”, como ocurre con los infinitésimos, lo cual

quiere decir que se parecen tanto en su crecimiento que pueden intercambiarse en el célculo de
un limite sin alterarlo, cuando aparece alguna de estas sucesiones como factor en el numerador o
en el denominador de la expresidn con la que se trabaja.

En general, si {a,}y {b,,} son sucesiones divergentes, la comparacidn de sus 6rdenes se hace por
cociente: Si {a,/b,} tiene limite infinito, diremos que {a,} es “un infinito de mayor orden” que

{b,}; si{a,/b,} tiene limite cero, diremos que {a,} es “un infinito de menor orden” que {b,,}, y
si el cociente {a,,/b,,} tiene limite un namero diferente de cero, diremos que ambas sucesiones
son “infinitos de igual orden” (en este caso, si el limite del cociente es 1, las dos sucesiones se

llaman “infinitos equivalentes” y escribiremos a,,~ b,,).
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Toda potencia de base n v exponente real positivo fijo » representa el término general de una

sucesion divergente a +00 y consideramos que “su orden” es dicho exponente p. Asi n? es de or-

A . . .
den2, 3/n esde orden 1/4, n™ es de orden m, etc... Y otras sucesiones divergentes tendran orde-
nes mayores, menores o iguales, obtenidos por comparacion con estas.

En el caso de una sucesion cuyo término general sea un polinomio en la variable n (que siempre

es divergente, salvo que sea una constante), su orden sera el grado p > 0 de dicho polinomio

(pues al multiplicar una potencia de n por una constante diferente de cero, el orden no se altera,
y ademas una suma o diferencia de varias sucesiones divergentes tendra el orden de aquella
que lo tenga mayor). También se cumple que el producto de varias sucesiones divergentes
tiene como orden la suma de los érdenes respectivos.

Cuando el término general de una sucesion divergente sea la raiz de indice g de un polinomio, su
orden sera el grado del polinomio dividido por g.

Ejemplos:

1) V2n3+n2 =3 es divergente de orden 3/4y 5Vn* —vVn® es divergente de orden
5/2,porque 5/2 > 4/3.

2) Anteriormente habiamos visto (pag. 16) que el limite de (12 + 22 + --- + n?)/n3es1/3,
con lo cual podemos decir que las sucesiones divergentes del numerador y del denomi-

nador son del mismo orden, pero no son equivalentes. Y como n® es de orden 3, podemos

decir que el numerador es también un infinito de orden 3.

3) {n™} es de mayor orden que {W} (pues T > 8/3).

n 1+ 20
4) {3™ + 20} es de menor orden que {4™ — 50}, pues lim 3 +20 — im —2—=0
n—oo 4M-50 n—-oo (%) _ :_2

donde hemos dividido por 3" el numerador y el denominador de la fraccion dada; ademas
20/(3™) y 50/(3™) tienen limite cero 'y (4/3)™ tiene limite +00, porque es una exponen-
cial de base mayor que 1.

En general, de dos sucesiones divergentes de tipo exponencial {a"} (a > 1)y {b™} (b > 1) sera
de mayor orden la que tenga base mayor. Pues el cociente {a™ /b™} es la sucesion {(a/b)"}, que
tendra limite +oco si es a > b (pues a/b > 1), y tendra limite cero sies a < b (pues a/b < 1).

MUY IMPORTANTE: Cualquier sucesion divergente de tipo exponencial es siempre de mayor
orden que una sucesion divergente de tipo potencial, por grande que sea su exponente. Pues el
limite de a™/nP (siendo a > 1y p > 0) es siempre +oo (por grande que se tome el exponente

p).

En efecto, es lo que sucede con el limite de la funcion real de variable real a* /xP cuando x tiende
a +oo, lo cual se demuestra aplicando reiteradamente la Regla de L Hopital (ver Seccion 3.3):

Pues al derivar » veces numerador y denominador (mientras el cociente se mantenga indeter-
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minado del tipo o0 /) , la exponencial a* se mantiene en el numerador quedando multiplicada
por el numero positivo (In a)” y, en cambio, el denominador queda con la potencia xP~" acom-
pafiada de un coeficiente positivo, que sera el productop-(p —1)-(p—2) - .- (p —r + 1); de
modo que cuando el numero de veces (r) que hayamos aplicado la Regla de L’Hopital sea por
primera vez igual o mayor que el exponente p, la potencia del denominador tendra ya exponente
cero o negativo (y entonces no tendera a +00 sino que sera constante o tendera a cero), mientras

que el numerador seguira tendiendo a +o0. Por tanto, el cociente a* /xP tendra limite +oco0 cuando

x tienda a + o0 y lo mismo sucedera entonces con el cociente a™/nP cuando n tienda a o (como
habiamos dicho inicialmente).

Pero hay sucesiones divergentes que todavia tienen mayor orden que cualquiera de las de tipo
exponencial (por grande que sea su base), como son las sucesiones {n!} y {n"}.

. n! n
Para ver que {n!} es de mayor orden que {a™}, escribimos prie bl - donde podemos

ver que, para valores de n mayores que a (suponemos que n — o), habra una parte fija de frac-
ciones iniciales del producto (las de numeradores menores o iguales que a) cuyo producto sera

un valor fijo positivo K (que no depende de n sino de a), el cual estard multiplicado por un nimero
creciente (al crecer n) de fracciones mayores que 1 (que son las siguientes fracciones del producto,

hasta llegar a la ltima que sera la mayor), de manera que ese producto total serd mayor que

(hemos dejado solamente la ultima fraccion del producto, pero las eliminadas son todas mayores
que 1). Ahora bien, el limite de K- % es +oo (cuando n — ). Por tanto, el limite de n!/a™ es con

seguridad +o0 y entonces {n!} es de mayor orden que {a™}. por grande que sea la base positiva

a.

Y para ver que {n"} es de mayor orden que cualquier sucesion exponencial {a™} con a mayor
que 1, damos ahora el siguiente resultado debido al matematico escocés James Stirling que vivid
en el siglo XVIII: La sucesion {n!} es un infinito equivalente a la sucesion de término general
(n/e)™ - \/21n (obsérvese que en esta expresion ambos factores tienden a +o00; el primero porque
es término general de una sucesion cuyos términos superan, desde n > 6, a los de la sucesion in-
finita {2™}, y el segundo porque es término general de una sucesion infinita de orden %2, ya que

tiene el mismo orden que n'/?).

Por tanto, para valores de n suficientemente grandes vale la siguiente aproximacion:

‘n! = (n/e)"- VZ?T?TLI (llamada Férmula de Stirling)

Ahora, la equivalencia de Stirling nos permitira ver que la sucesion {n™} es un infinito de mayor
orden que la sucesion de factoriales {n!}. Y como vimos anteriormente que esta ultima es de ma-
yor orden que cualquier sucesion exponencial de base mayor que 1, se concluye que {n"} es
también de mayor orden que cualquier sucesion exponencial de base mayor que 1.

{n"} es de mayor orden que {n!}: En efecto, calculamos el limite del cociente n™/n! usando la
equivalencia de Stirling y resulta:
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lim n_ lim " = lim —= = lim ( L. ) = 4o
n-oo n! n—co (ﬂ)nulzﬂ; n—oo V2 noco \W2mw nl/2
e

pues la sucesion {e™} es de mayor orden que la sucesion {nl/ 2} (ver lo dicho en la pag. 19 sobre
la comparacion de sucesiones de tipo exponencial y de tipo potencial).

Para terminar este apartado de sucesiones infinitas, diremos que asi como hay sucesiones diver-

gentes de ordenes mayores que las de tipo potencial {n?} con p > 0, también las hay de menor

orden: Por ejemplo, las de tipo logaritmico, como {log,n} con cualquier base a > 1, las cuales

tienden a +o00 muy lentamente.

npP . p- xP-1 . p-xP
En efecto, lim = lim = (L'Hopital) = hm g lim = +4oo
n-oo loggn x—+00 log 1.logqe x—+00 logge

pues p es positivo y log,e es constante positiva, donde hemos aplicado la Regla de L’Hopital al
limite co/co de la funcion real xP/log,x definida en (1, +00), cuya restriccion al conjunto de
los numeros naturales desde 2 en adelante nos da la sucesion cociente inicial (suponemos que los

términos de esta sucesion se obtienen desde n = 2 en adelante, porque paran = 1 se anula el de-
nominador log,n).

En resumen: Podemos escribir con el simbolo « los érdenes crecientes entre los términos gene-

rales de algunas sucesiones divergentes notables (podriamos leer << como “mucho menor”):

log,n < nP < a™ <« nl K n" (para a cualquiera mayor que 1y p positivo cualquiera)

Algunos ejercicios resueltos

Ejercicio 1: Demostrar que la sucesion {log,n} es equivalente a la sucesion definida en forma
recurrente como a, = a,_; + 1/n paran > 1,cona; = 1.

Obsérvese que la sucesion {a,}es 1, 1+%, 1+%+§, e 1+%+§+---+% ,...... Luego

o . . 1 1
su término general puede escribirse también a,, = 1 + sttt . para todo n.

logen
Para ver que ambas sucesiones son equ1valentes comprobaremos que lim S T 1.

n—oo 1+ +3 Ly +—

Como el denominador es una sucesion de términos positivos y estrictamente creciente, podemos

aplicar el Criterio de Stolz. Por tanto, el limite anterior sera igual al siguiente:

. logen — loge(n—1 loge n \"
lim — gl — - ge( 1) - — = lim #) lim log, [(—1) ]
e O i) B (R R Ry B e I n-e
y es facil comprobar que el limite de la potencia que esta dentro del corchete es el nimero e, con
lo cual el limite buscado serd 1, luego las dos sucesiones son equivalentes.

(Obsérvese que (ﬁ)n = (1 + ﬁ)n = (1 + ﬁ)n_l : (1 + ﬁ) , donde el primer factor tie-

ne claramente limite e y el segundo factor tiene limite 1).
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Nota: Puesto que la sucesion {log.n} es claramente divergente a +oo, queda probado también
., 1,1 1 L
que la sucesion {1 + > + 3 + -+ Z} es también divergente a 4+00, cosa que no se ve claramente

de un modo directo (porque se ve que es estrictamente creciente, pero crece cada vez mas lenta-
mente).

Ejercicio 2: Demostrar que las sucesiones {n\/n!} y {n/e} son equivalentes.

.. L. . Nl . nn!
Para ello calculamos el siguiente limite: lim —=Ilime- |—

n—-oo n/e n—oo nmn

Pero sabemos que el limite de \/a,, se puede obtener del limite de a,,/a,_, (supuesto existente).
(Ver Teorema 3 de la pag. 14). Y este Gltimo limite es:

n!

. ) . nl-(n-1)n1 . n-(n-nHn1? . (n—1)nt
lim —25— = lim ———— = lim ——— = lim ~—5—=
n—-oo z 1)11.—1 nooo (M-1)!'n n—-oo n n-ooo N

o
. n—-1\""1 . n—1)-("=1_1 ) -n+1 _
=11m(—) = (1) = lim &{ (%5 )=11men =e !
n—-oo n n—-oo n—-oo

. ) X n-1\""1 (1_1)11
(También podriamos haber escrito (T) = ( nl)

donde el numerador tiene limite e ™1, por

n.
lo dicho en la pag. 7, mientras el denominador tiene limite 1).

1

Por tanto, el limite inicial es e e~ = 1 y las sucesiones dadas son equivalentes.

Nota: Para resolver el limite indeterminado del tipo 1*°, hemos sustituido en forma directa (en el

, . . n-1 e .
exponente del numero e) el logaritmo neperiano de la base, In (T) , por su infinitésimo equi-

valente que es nT_l — 1. (Ver la explicacion en la pag. 18).

Ejercicio 3: Calcular los limites de las sucesiones {a, }, {b,}y {a,, + b, }, siendo
a,=(—n?>+3)/2n+1) y b,=m+13/2n>-n+1).

Al ser a, y b, cocientes de polinomios con grado del numerador mayor que grado del denomi-
nador, las sucesiones respectivas seran divergentes (propiedad 8 de la pag. 8). Pero nos piden sus
limites: Para a,, tenemos que su numerador serd negativo y su denominador sera positivo, luego
su limite serd —oo (regla de signos). Y para b,, tenemos que numerador y denominador seran
positivos, luego su limite serd 4o (regla de signos).

Veamos ahora el limite de a,, + b,, . que corresponde a uno de los casos de verdadera indetermi-
nacién explicados en la pag. 11 (dentro de co + 00):

_n2 3 _n2 . 2_ 3,
( n?+3 | (n+1) )= lim( n?+3) - (2n?-n+1)+(n+1)> (2n+1)

lim (a b,) = lim
n_,oo( n + bn) 2n+1  2n2-n+1 n—oo (2n+1) - (2n?2-n+1)

n—oo

(los dos denominadores iniciales son polinomios sin factores comunes, pues las raices de la ecua-
cién 2n? —n + 1 = 0 son imaginarias; por tanto, el minimo comiin multiplo de ambos sera su
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producto). Y al operar en el numerador y en el denominador de la tltima fraccion, se tiene el co-
ciente (8n3+ 14n? +2n+4)/(4n3 +n+ 1), con lo cual el limite serd 8/4 = 2 (porque los
grados de numerador y denominador coinciden).

Ejercicio 4: Calcular los limites (si existen) de las sucesiones

1)

2)

3)

{senn} , {(1/3)"} , {n —Vn? — Zn} y {n\/3n2 +5n— 2}.

La sucesion {sen n} es oscilante y acotada. En efecto, —1 < senn < 1 para todo n,

con lo cual es acotada. Y recordemos que el limite de la funcidon sen x cuando x tiende
a +oo no existe, pues los valores de la funcion oscilan indefinidamente entre —1 y 1

en forma periddica. Entonces, los términos de la sucesion, que son valores del seno pa-
ra angulos cuya medida en radianes son numeros enteros, estaran también oscilando

indefinidamente entre —1 y 1: Un angulo de n radianes, llevado a la circunferencia

trigonométrica, correspondera unas veces a unos cuadrantes y otras veces a otros cua-
drantes, con lo cual el seno de dicho angulo tomara valores positivos y negativos, unas
veces con mayor absoluto y otras veces con menor valor absoluto, pero siempre entre
—1y 1, sin aproximarse a ninguin valor real cuando n = oo (como le ocurre a la funcion
sen x cuando x — +oo, pero a saltos). Por ejemplo: sen 1 = 0'84147... ; sen 2 =
0'90929... ; sen 3 = 0'14112... ; sen4 = —0'75680... ; sen 5 =—0'95892... ;
ete...

La sucesion {(1/3)™} es de tipo exponencial con base menor que 1. luego es conver-

gente con limite cero (pues la funcion real de variable real a* con 0 <a <1 es
exponencial decreciente y tiene limite cero cuando x — +o0). También {(1/3)"} =
{1/3™} puede interpretarse como cociente de la sucesion constante {1} y la sucesion

divergente de tipo exponencial {3"}, luego su limite es cero.

La sucesién {n — Vn? — 2n} también puede escribirse {vVn? — vn? — 2n} y su limite
es indeterminado del tipo oo + oo (uno de los casos verdaderamente indeterminados

vistos en la pag. 11, pues tanto el minuendo como el sustraendo son sucesiones diver-
gentes a +o00; ademas ambos son infinitos de orden 1, luego crecen a velocidades pare-
cidas). Tenemos que operar: En estos casos de diferencias de raices con igual indice,

conviene multiplicar y dividir por las expresiones conjugadas correspondientes, que en
este caso de raices cuadradas es Vn2 +vVn? — 2n (si fuese una diferencia de raices
clibicas, que podemos representar por YA — /B , la expresion conjugada seria VAZ +
VA B+ 1B?, que da como producto A — B al multiplicar a la expresion anterior, y
si la indeterminacion fuese del tipo YA + VB , la expresion conjugada seria Vaz —

VA-B + VB2 que da producto A + B al multiplicar a la expresion anterior). Opera-
mos:

n n 2n 2n
lim (Vn2 —vn2 — 2n) = lim —m——= = lim ————
n—»oo( ) n-oo Vn2 +vn2-2n n—oo VnZ +vn2-2n

que es un limite indeterminado del tipo oo /oo, pues los dos sumandos del denominador
tienden a +o0, luego su suma tiende a +o0. Ademas, el numerador es de orden 1 y el
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denominador también es de orden 1, luego el limite serd finito. Para calcular ese limite
dividimos numerador y denominador por n (en caso de que el orden comun a ambos
infinitos fuese k, dividiriamos por n*):

lim —2% = lim 2 =1
n-oo VnZ +vVn2-2n n-oo 4, 1_3
n

2

(al entrar n dividiendo en ambas raices cuadradas, sus radicandos quedaran divididos por
n? y, al ser n positivo, las raices no cambiaran de signo; ademas el limite de 2/n es cero).

En conclusién: La sucesion {n —Vn2 — Zn} es convergente de limite 1.

Nota importante: Si en la diferencia de raices dada al principio de este ultimo caso, las sucesiones
divergentes del minuendo y del sustraendo tuviesen 6rdenes diferentes, el limite siempre sera infi-
nito. Unicamente habra que determinar si es +00 0 —oo, dependiendo de los signos de minuendo

y sustraendo y de cudl tanga mayor orden. Por ejemplo, la sucesion {\/ n3—3n— n} es divergente
a +oo porque el minuendo es positivo de orden 3/2 y el sustraendo es positivo de orden 1, siendo

3/2 > 1; en cambio, la sucesion {i/n2 +5—3n3— 8n} es divergente a —oo porque el minuendo
es positivo de orden 2/3 y el sustraendo es positivo de orden 1, siendo 2/3 < 1. jAtencion! En
estos dos ejemplos tanto minuendo como sustraendo divergen a 400, pero no siempre una raiz
cubica (y en general, las de indice impar) sera divergente a 400, como ocurre por ejemplo en el
caso ¥—2n%2 +3n -8, que es un infinito de orden 2/3 con limite —oo (si el radicando es ne-

gativo, la raiz también lo serd). Asi, la sucesion {i/—Zn2 +3n—-8—Vn3— 8n} sera divergente

a —oo, simplemente porque el minuendo tiende a —oo y el sustraendo tiende a 4o, con lo cual
sus efectos se ayudan (no es un caso de indeterminacion). En cambio, {3V—2n2 +3n—8+

3 .y . .
Vn3 — 8n} es una sucesion divergente a +o0o, pues, aunque los signos de ambos sumandos son

diferentes y sus efectos se contraponen, el primero tiene orden 2/3 y el segundo tiene orden 1
(mayor), siendo este el que tiende a +oo.

4) Por ultimo, para hallar el limite de ¥/3n2 + 5n — 2 (de la forma %/a,, , con a,, siempre
positivo) intentamos conocer el limite de a,,/a,_, que es el cociente:
3n2+5n-2 _ 3n2+5n-2
3(n-1)2+5(n-1)—-2  3n2-n—-4

luego el limite de a, /a,,_, es 3/3 = 1 y entonces la sucesién dada es convergente y
su limite también sera 1. (Ver Teorema 3 de la Pag. 14).

Ejercicio 5: Calcular los limites de las sucesiones {n . [3,/ 1+ (a/n) — 1]} (a#=0)y {3 ntAn }

n3+8n—n

1) Ellimite de la primera sucesion es un caso de la indeterminacion oo - 0, pues a/n tiende

a cero y entonces el corchete tiene limite cero. Pero entre los infinitésimos incluimos
(14+uw)*—1 queesequivalente a a-u, cuando u = 0 (ver ese caso en la pag. 17,
siendo aqui @« = 1/3 y u = a/n). Por tanto, para calcular el limite de la primera sucesion
podemos sustituir el corchete por su equivalente (1/3) - (a/n), que al multiplicar por n
nos dala/3] (y este nimero es el limite pedido, que depende del valor del parametro a).
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2) Y el término general de la segunda sucesion dada tiene un numerador y un denominador

cuyos limites son ambos de la forma indeterminada oo + co. El numerador se puede es-

cribir como Vn? + 4 — vn? (diferencia de raices cuadradas, que tienden ambas a +co y
son ambas infinitos de orden 1), luego nos conviene multiplicar y dividir ese numerador

por su expresion conjugada Vn? + 4 + Vn2. Y el denominador se puede escribir como

3 3 . . , rq e .
Vn3 + 8n — Vn3 (diferencia de raices cubicas, que tienden ambas a +oo y son ambas
infinitos de orden 1), luego nos convendra multiplicar y dividir ese denominador por su

.y . . . .. . 3 3
expresion conjugada vista en el ejercicio anterior 3/(n3 + 8n)2 + {/(n3 + 8n) - n3
3 . . .
+3/(n3)2. En resumen, tanto numerador como denominador deben ser multiplicados por
ambas expresiones conjugadas. Con lo cual, el cociente inicial se convierte en

4- (3\/(n3+8n)2+3§/n6+8n4+W)
8n - (VnZ+4+Vn?)

pues, en el numerador, el producto de la diferencia de raices cuadradas por su expresion
conjugada da (n? + 4) — n? = 4, que quedara multiplicado por la expresién conjugada
del denominador, y, en el denominador, el producto de la diferencia de raices ctbicas por
su expresion conjugada da (n3 + 8n) — n® = 8n, que quedara multiplicado por la ex pre-
sion conjugada del numerador.

Ahora bien, el nuevo numerador es una sucesion divergente de orden 2 y el paréntesis del
nuevo denominador es una sucesion divergente de orden 1, que al estar multiplicada por
8n, nos da un denominador de orden 2. Por tanto, tenemos una indeterminacion oo /oo
con el mismo orden en numerador y denominador, lo cual nos indica que el limite sera
finito. Para obtenerlo, basta dividir numerador y denominador por n?, que entrara divi-

diendo en las tres raices clibicas como n®. Y en el denominador se simplifica 8n/n2, con
lo cual el paréntesis quedaré dividido solamente por n (el cual entrard como n? dividiendo
a los radicandos de ambas raices cuadradas). En conclusion, el nuevo numerador tendera
a4-(1+1+1) =12y el nuevo denominador tendera a 8- (1 + 1) = 16, siendo el

limite .

Nota: Si numerador y denominador no tuviesen el mismo orden, la conclusion seria mas facil,
pues el limite seria cero o seria infinito (en cuyo caso habria solamente que determinar su signo).

1\ 1/ (Yn+1-Vn) e\
L)

Ejercicio 6: Calcular los limites de las sucesiones {(

Ambas sucesiones son potencias indeterminadas del tipo 1%, pues en la primera su base puede
_ [n+1 . . . o
escribirse — el limite del cociente es 1, mientras que en la segunda su base puede escribirse

1 . . .
1+ 7 que claramente tiende a 1, pues el cociente tiende a cero; en cuanto al exponente de la

primera potencia, la diferencia vn + 1 — v/n tiende a cero pues las dos raices tienden a coincidir
en valor a medida que n crece, luego dicho exponente tiende a +oo (numerador y denominador

positivos). (También puede verse que el limite de vn + 1 —+/n es cero multiplicando y divi-
diendo por su expresion conjugada).
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Hemos establecido en la Nota Importante de la pag. 13 que los casos de indeterminaciones en for-
ma de potencia (y otras situaciones no claras de limites de potencias) se resuelven buscando el
limite del exponente multiplicado por el logaritmo neperiano de la base (para luego ver el limite

de la funcion e* cuando x tiende al limite anterior). Pero en uno de los casos de infinitésimos de
la pag. 17 vimos que en los limites indeterminados del tipo 1% el logaritmo de dicha base puede

sustituirse por el infinitésimo equivalente “la base menos 1”. Y esto haremos en el calculo de
ambos limites pedidos.

Para la primera sucesion, el limite del exponente por el logaritmo neperiano de la base es:

lim ———="1lo (n—+) lim ! (n_—l—l - ) =lim—==0
n-00 \/W Vn ¢\ vn noowVati-—vn \ vn n-00 \/_
Y para la segunda sucesion, el limite analogo es:
. Vn+1\ . _(Yn+1 _ n . _
Jim - toge (N5) = Jimn- (57 — 1) = lim 7= Jim Vi = 40

Por tanto, la primera sucesion dada tiene limite e® = 1 y la segunda sucesion tiene limite +oco

(pues la exponencial e* tiende a +0o cuando x — +00).

ai+(az/2)+(az/3)+--+(an/n)
loge.(n+1)

general de una sucesion convergente de limite A. (Este es otro caso de sucesion definida en “forma
recurrente”).

Ejercicio 7: Calcular el limite de la sucesion { } , siendo a,, el término

Como el denominador es una sucesion de términos positivos v estrictamente creciente, podemos

aplicar el Criterio de Stolz: Entonces, si representamos el cociente dado por A,,/B,, , intentaremos

ver si existe el limite de (4,, — A,—1)/(By, — B,,—1). Y si el mismo existe como niimero real, co-
mo +00 0 como —oo, el limite pedido sera el mismo. En este caso:

. a;+(az/2)++(ap/n) _ anp/n T an _
711—>oo loge(n+1) = (aplicando Stolz) _Al—{rolo loge(n+1) — logen &l—r}olo n- loge(nzl)
= lim on =2 -4

n—oo loge[(1+%)n] logee

Como el limite obtenido aqui es el nimero real 4, el limite inicial también es A.

Ejercicio 8: Sabiendo que son convergentes, calcular los limites de las sucesiones V3 , v 3 + /3

3+V3+V3,...y V2,V2:V2, ,’ .. (se supone que los términos siguientes

de ambas sucesiones responden a la misma ley de formac10n).

Vemos que ambas son de términos positivos y estrictamente crecientes. Y como nos dicen que
ambas son convergentes, tendrdn limites positivos.

Podemos definir la primera en “forma recurrente” como a,, = /3 + a,_; paratodon > 1, sien-

do a; = V3 . Entonces tendremos lim a,, = lim /3 + a,,_; y como el limite de a,,_; coincide

n—->oo n—->oo
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con el limite de a,,, llamandolo L se tendra necesariamente L = v3 + L . O sea, L tendra que ser
solucion de la ecuacion de segundo grado L2 — L — 3 = 0, la cual tiene soluciones (1 + 13) /2.

Ambas cumplen la ecuacion inicial L = V3 + L , como puede comprobarse, pero la solucion ne-
gativa no nos sirve porque el limite que buscamos es positivo. Por lo tanto, el limite de la primera

sucesion dada serd L = (1 ++/13) /2.

Y también podemos definir la segunda sucesién dada en “forma recurrente” de la siguiente ma-
nera: a, = /2 - a,_, para todon > 1, siendo a; = V2 . Entonces su limite L cumpliré la ecua-

cién L =2+ L . Con lo cual serd solucién de la ecuacién de segundo grado L? — 2L = 0, las

cuales son L = 0y L = 2. Las dos cumplen la ecuacion L = V2 - L , pero sabemos que el limite
tiene que ser positivo, luego el limite de la segunda sucesion serd L = 2.
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