SERIES NUMERICAS

(Prerrequisitos: Sucesiones numéricas. Integrales impropias de una variable)

Introduccion

En la introduccién de la Seccion 3.8 (“Sucesiones numéricas™) indicabamos que las palabras
“sucesion” y “serie” se usan en el lenguaje comin como sindénimos (se habla por ejemplo de una
cola como una sucesion de personas o como una serie de personas, indistintamente). Pero alli
explicabamos que, matematicamente, “sucesion” y “serie” son conceptos diferentes.

En dicha Seccion 3.8 vimos que una “sucesion de numeros reales” es cualquier funcion real de
variable real f cuyo dominio sea el conjunto N de los niimeros naturales y cuyo recorrido esté
contenido en el conjunto R de los nimeros reales: O sea, en esa funcion a cada natural n le co-
rresponde como imagen un numero real f(n), representado como sabemos por una letra mints-
cula con subindice n (por ejemplo a,,), de modo que paran =1, n = 2, n = 3, etc..., esas ima-
genes son el “primer término” a4 , el “segundo término” a, , el “tercer término” as , etc... de di-
cha “sucesion”, los cuales suelen escribirse en forma ordenada

a, a,, ds, ....., Ay, .... 0 bien, con una notacion abreviada como {a,, }

donde en ambas notaciones a,, representa a cualquiera de los términos vy se llama “término ge-
neral de la sucesioén”.

Y deciamos también en esa introduccion de la Seccion 3.8 que en cambio, en Matematicas, una
“serie numérica” es la suma indicada de los infinitos términos de una cierta “sucesion numérica”.
Asi, de “la sucesion” anterior se obtiene “la serie” a4 + a, + az + -+ a, + -, representada
abreviadamente por Y—; a, (donde los “términos de la sucesion” pasan a ser los “términos de
la serie”).

Lo dicho anteriormente puede extenderse a “sucesiones de nimeros complejos” y a “series de
nimeros complejos”, pero en todo lo que sigue cuando digamos “serie numérica” nos estaremos
refiriendo a las “series de numeros reales” solamente.

Lo _que principalmente interesa de una “sucesion numérica” es su limite cuando la variable
independiente n tienda a +oo (escribiremos n = o). Y dicho limite puede ser un nimero real
(caso de las “sucesiones convergentes’) o bien puede ser 400, —co 0 + oo (caso de las “sucesiones
divergentes”). Y cuando el limite no exista la sucesién se llama “oscilante”.

.Y qué interesa de una “serie”? El valor de la suma indicada en su propia expresion, si es
que este valor existe (el cual no puede obtenerse de un modo directo, pues no acabariamos nunca
de sumar). La idea entonces es obtener la suma de un numero finito, cada vez mayor, de términos
sucesivos de la serie dada, y ver si los valores de dichas “sumas parciales” se aproximan a algin
valor real iinico a medida que vamos agregando nuevos sumandos. Si es asi, la “serie” se llamara
“convergente” y “’su valor” serd ese nimero real inico al que tienden sus “sumas parciales” suce-
sivas (o sea, que el valor de una “serie” es el nimero real limite de la “sucesion” formada
por sus “sumas parciales” sucesivas). Pero, puede suceder que esas “sumas parciales” no se
aproximen a un valor real, sino que sus valores absolutos crezcan llegando a superar a cualquier
numero positivo dado, con lo cual la “serie” se llamara “divergente” y no tendra valor numérico,
o bien puede suceder que las “sumas parciales” tengan un comportamiento diferente a los dos
anteriores, con lo cual la “serie” no sera “convergente” ni “divergente” y en ese caso diremos que
es una “‘serie oscilante” (también sin valor numérico).

Finalmente, como en esta Seccidn se van a usar mucho las relaciones que hay entre “los érdenes”
de varias “sucesiones divergentes” notables, estudiadas en la Seccion 3.8, recordaremos aqui

el resumen correspondiente que alli aparece, donde el simbolo <« significa “de menor orden que”
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(o sea que la sucesion que aparece a la izquierda de este simbolo “tiene menor orden” que la
sucesion que aparece a su derecha): [log,n K nP K a™ K n! K n" (donde a>1y p > 0)

En todos los casos, recuérdese que el cociente del término general de una sucesion divergente
de menor orden entre el término general de otra de mayor orden tendra siempre limite cero, y
el cociente de una divergente de mayor orden entre una de menor orden tendra limite infinito.
Y recuérdese también que cuando el cociente de los términos generales de dos sucesiones diver-
gentes tenga limite finito diferente de cero, las sucesiones se llaman “del mismo orden”. Y en
particular, se llaman “equivalentes™ a dos sucesiones cuyo cociente de términos generales tenga
limite 1, con lo cual ambas tendran el mismo limite (finito o infinito) o ambas seran “oscilantes”,
en todos los casos con términos cada vez mas parecidos entre si a medida que n crece.

Notaciones basicas

Como hemos dicho, dada una “sucesion’ de nameros reales a,, a,, ds.,..., Q,.... , podemos con-
siderar la “serie” de numeros reales que tiene esos mismos términos, como la expresiéon

a; +a,+az+ -+ a, + - (oenformaresumida: Y54 a,)

a, es “el primer término de la serie”, a, es “el segundo término de la serie” y asi sucesivamente,
siendo a,, “el término general de la serie” porque los representa a todos, donde a,, es la imagen
del nimero natural n en una cierta funcidn, la cual puede definirse “de forma explicita” con una
sola expresion o con varias expresiones, o bien puede definirse “de forma recurrente” como ya
ve-remos en algunos ejemplos.

A su vez, para la serie Y .;p-; a,, consideraremos “la sucesién de sumas parciales asociada” {S,,},
definida “de forma recurrente” asi:|S,, = S,,_; + a,), siendo L_S] = a4]. O sea, que tendremos S; =
a,,S,=a,+a,,S3 =ay+a, +as, etc... De manera que el término general serd entonces
en “forma explicita™: S, = a; + a, +az + -+ a,).

Pues bien, “el caracter” de la serie Y.n—; @, (es decir, su condicion de “convergente”, “divergen-
te” u “oscilante™) viene dado por “el caracter” de su sucesion de sumas parciales {S,}. Y en caso
de ser esta “convergente”, llamamos “valor de la serie” al limite de S,, cuando n = . O sea,
que si 1}1_{2) S, = S|, podemos escribir [S=y* a).

También, si el limite de S,, fuese infinito (400, —o0 0 +0), la serie se llamara “divergente”, y si
ese limite de S,, no existiese como numero real ni como infinito, la serie se llamara “oscilante”.
Y en ambos casos, la serie no tendra valor.

Ejemplo 1: Sea la serie cuyos términos son todos iguales k + k + k + --- . Aqui es para
todo n (“definicion explicita” con una sola expresion del “término general”).

Sies k = 0, la serie es “convergente” de valor cero, pues en este caso es S,, = 0 para todo n. Si
es k > 0, la serie es “divergente” a 400, pues es S, =n-k, con lo cual lim S, = 4+o0. Y si es
n—oo

k < 0, la serie es “divergente” a —oo, pues sigue siendo S, = n - k, pero ahora lim §, = —oo,

n—-oo

por ser k negativo.

Ejemplo 2: Sea la llamada “serie geométrica”

Yo . b-a"'=b+b-a+b-a?+--+b-avt+--
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asi llamada porque sus términos estdn en “progresion geométrica” de razoén a. Aqui el término

,=b-a"” icion explici u X i6n), i
eneral es |a b - a™ 1 para todo n (“definicion explicita” con una sola expresion), pero podria
a,=a, 4-d a, =b
n n .

haberse definido a,, “de forma recurrente” como ,paratodon > 1,y

Se demuestra facilmente que la suma de los n primeros términos de una “progresion geométrica”
es igual al tltimo término multiplicado por la razon, menos el primero, dividido el resultado entre
la razén menos 1 (suponemos la razon diferente de 1, porque en caso contrario la serie tendria to-
dos sus términos iguales, como el ejemplo anterior, y supondremos también b # 0 porque de lo
contrario la serie seria 0 + 0 + 0 + --- ya vista anteriormente). Por tanto, en este caso

(b-a™Y)-a-b _b-a
a-1 T a

Su=b+b-a+b-a®+-+b-a" = 2 (b#0:a%1)

Veamos el limite de S,, (término general de la “sucesion de sumas parciales™):

a) Si—1<a<1,ellimite de a™ sera cero, con lo cual el limite de S, sera b/(1 —a)
(serie “convergente” de valor el numero anterior).

b) Sia > 1, el limite de a™ sera +oo y el limite de S,, serd 4o (si b > 0) o serd —oo (si
b < 0) (serie “divergente” a +00 0 a —0),

¢) Sia < —1,ellimite de a™ sera + oo y el limite de S,, también serd +oo (serie “divergente”

a o),
d) Ysia=—1 laseriesera b —b+ b — b + -+ cuyas “sumas parciales” sucesivas son b,
0,b,0, b, ..... (entonces, como hemos supuesto b # 0, tenemos una “sucesion de

sumas parciales oscilante”, luego la serie sera “oscilante”).

Ejemplo 3: Una serie podria ser a; +a; + -+ ap+0+0+--4+0+-- . O sea, que tenga
todos sus términos iguales a cero desde uno en adelante (a,, = 0, para todo n > p). Y en este
caso la serie es “convergente” y equivale a la suma de sus términos no nulos (suma de un nimero
finito de sumandos). En efecto, sus “sumas parciales” a partir de S, son todas iguales, luego la
sucesion {Sy,} serd “convergente” de limite S, y entonces la serie serd “convergente” de valor S,,.

Ejemplo 4: Una serie puedeser 1+0+2+04+34+0+4+--4+a, + - ,siendoja, = nTH ,
si n es impar y , si n es par (definicién explicita “a trozos”, con dos expresiones, del
término general). Obsérvese que si n es impar, n + 1 sera par y entonces el cociente (n + 1)/2

sera un entero, que coincide con el valor que aparece en la serie, como puede comprobarse facil-

, 1+1 3+1 5+1 ) )
mente (asi ¢y =—=1;a3 =— =2 ;a5 = — = 3, etc...). Para esta serie se tiene §; = 1,
1 > 3 > 5 > 1

S, =1,5;=3,5,=3,5=6,5,=06,5;, =10, Sg = 10, etc... Vemos que las “sumas parcia-
les” crecen como las sumas de niimeros naturales consecutivos, luego seran cada vez mayores,
llegando a superar a cualquier niimero positivo K que queramos dar. Luego esta serie es “diver-

gente” a 00,

TEOREMA FUNDAMENTAL: Si una serie ;-4 a, es “convergente”, se cumple necesaria-

mente lim a,, = 0| (es decir, “condicién necesaria” para que una serie sea “‘convergente” es que
M—00

“su término general” tenga limite cero cuando n — o).

Pues al ser la serie “convergente”, se tendra lim S,, = L , con lo cual también tendra que ser
n—oo

lim S,_; = L. Pero entonces, lim a,, = lim (S, —S,_;) =L —L=0.
n—oo n—-oo n—-oo
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NOTA IMPORTANTE: “La condicidn necesaria” dada en el Teorema anterior “no es suficiente”
para la “convergencia” de la serie. O sea, puede ser lim a,, = 0 y no ser “convergente” la serie

n—oo
Yne1n -

. . . 1 )
Un ejemplo notable es la llamada “serie armdnica” Y o_. = que es “divergente” a pesar de que
n=1 n

. — . 1,1 1
el limite de su “término general” sea cero. En efecto, su “suma parcial” S, es 1 + Sttt

y en la Seccién 3.8 vimos que la suma anterior es una “sucesion equivalente” a la sucesion de
término general log.n (logaritmo neperiano de n), lo cual implica que tienen el mismo limite.
Por tanto, lim S, = +o0, pues lim log,n = +co.

n—->oo n—-oo

Veremos mas adelante otros casos similares a éste, donde la serie “no es convergente” a pesar de
que el limite de “su término general” sea cero.

Propiedades generales de las series numéricas

Se demuestra que las series numéricas tienen las siguientes propiedades generales:

1) Si se afiaden o suprimen un nimero finito de términos a una serie (términos consecutivos
0 no consecutivos), la misma no cambia “su caracter” y, en caso de ser “convergente”, su
valor se vera modificado en la suma de los términos afiadidos o suprimidos.

2) Si se multiplican todos los términos de una serie por un mismo numero real k # 0, resulta
otra serie con el mismo “caracter”: En caso de “convergencia”, su valor sera el de la serie
inicial multiplicado por %, y en caso de “divergencia” de la primera a 400, —c0 0 + 00, la
nueva serie sera “divergente” respectivamente a 400, —oo 0 +0o ,si k > 0, y sera “di-
vergente” respectivamente a —oo, +00 0 +oo , si k < 0.

3) En una serie que sea “convergente” o “divergente”, se puede sustituir por su suma efec-
tuada cualquier grupo finito de términos consecutivos, repitiendo esta operacion todas las
veces que se quiera, sin que la nueva serie cambie de “caracter” (ni cambie de valor en
caso de “convergencia”).

Nota: Pero si en una serie “oscilante” se hace lo dicho anteriormente, la nueva serie puede
haber cambiado de “caracter” (por ejemplo, si en la serie “oscilante” 1 —1+1—14 -
sumamos cada dos términos consecutivos todas las veces, resulta la serie 0 + 0 4+ 0 + -
que es “convergente”).

4) Si se suman (o restan) todos los términos que ocupan igual lugar de dos series “conver-
gentes”, la nueva serie formada con dichas sumas (o restas) sera “convergente” y su valor
sera la suma (o resta) de los valores de las dos series dadas.

O sea, si setiene A =a; +a, + a3 + -+ ysetiene B=>b; + b, + b3 + -+, se tendra
A+B=(a;+by)+(ay +by)+(az +b3)+ - ysetendra A—B=(a; —by)+
(az —by) + (az — b3) + -

Si una de las series sumadas (o restadas) es “divergente” y la otra es “convergente”, la
suma (o resta) de ambas serd “divergente”.

Y si las dos series sumadas (o restadas) son “divergentes”, la nueva serie puede tener
cualquier “caracter”, con algunas excepciones importantes: Si las dos series dadas “diver-
gen a +00” la resultante de sumarlas “divergera a +00”; si las dos series dadas “divergen
a —oo” la resultante de sumarlas “divergera a —oo”, y si una de las dos series dadas “diver-
ge a +00” y la otra “diverge a —0”, la diferencia de ambas sera “divergente a +00” o
“divergente a —o0”, seglin el orden en que las restemos: (Esto ultimo lo podemos expresar
simbdlicamente como (+00) — (—) = 400, asi como (—) — (+0) = —00),
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Series de términos positivos

Son un tipo muy importante de series, pues el estudio de otros tipos se reduce muchas veces a
estas, como veremos mas adelante. No se estudian las series de términos negativos porque una de
este tipo puede considerarse el producto de la constante —1 por una serie de términos positivos,
luego “el caracter” de esta determinara “el caracter” de aquella, segun establece la propiedad 2
anterior.

PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE ESTE TIPO DE SERIES: Si la serie Y.p-; a, es de térmi-
nos positivos, la sucesion de sumas parciales asociada {S, } serd “estrictamente creciente”.
Hay entonces dos unicas posibilidades para “su caracter”: O bien, dicha sucesion estd acotada
superiormente v entonces sera “convergente” (por el Teorema Fundamental de las Sucesiones
Monotonas, visto en la Seccion 3.8), con lo cual la serie también lo serd, o bien {S, } no esta aco-
tada superiormente y entonces sera “divergente a +00” , con lo cual la serie también lo sera.

Por tanto, una “serie de términos positivos” sera siempre “convergente” (con un valor positi-

r

vo0) o sera “divergente a +c0”.

1
2n-1

. . 1 1 1 , . cpt " 29
Ejemplo 1: La serie 1 + > + " + 3 + -4 + --- es de términos positivos “convergente”, por

ser una “serie geométrica” de razéon a = 1/2, cumpliéndose —1 < a < 1 (ver ejemplo 2 de la
1

1-(1/2
es cero, como es obligatorio en cualquier serie “‘convergente”.

pag.2). Como es b = 1, su valor es = 2|. Aqui el limite del “término general” de la serie

Ejemplo 2: Laserie 1+ 1+ 1+ -+ 1+ - es de términos positivos claramente “divergente a
+00”, pues S,, = n (aqui el limite del “término general” de la serie es 1, luego no cumple “la
condicién necesaria de convergencia” y entonces sélo puede ser “divergente”).

2n+1

=2

(diferente de cero). (Al no cumplir “la condicion necesaria de convergencia”, tiene que ser “diver-
gente”).

. . 2n+1 _ i . )
Ejemplo 3: La serie Z%o:lT es de términos positivos “divergente a +00”, pues lim "
n—-oo

Ejemplo 4: La serie de términos positivos Y.o— 3 - (m/4)™ es “convergente”, pues es “geométri-
ca’derazéna = m/4 , cumpliéndose —1 < % < 1.Enestecasoes b = 3 y por tanto el valor de

la serie es . Obsérvese que el limite del término general 3 - (r/4)™ es cero, porque% <1

Ejemplo 5: La serie de términos positivos ¥=°_; V/2 es “divergente a +0” , pues no cumple “la

1
condicién necesaria de convergencia”, ya que lim V2 = lim 27 = 2% =1 # 0.

n—-oo n—oo

IMPORTANTE: Como las series de términos positivos que cumplen “la condicién necesaria de
convergencia” pueden ser “convergentes” o “divergentes” (yva que dicha “condicidén necesaria”
no es “condicion suficiente”), hace falta algun criterio que determine su caracter.

Hay varios criterios al respecto y, segun sea el término general de la serie, se aplicaran unos u
otros. Ademas, si alguno no se puede aplicar porque falta algin requisito, o bien conduce a un
caso de duda, usaremos otro criterio. A continuacion damos los criterios mas importantes, con
muchos ejemplos de la utilizacién de cada uno.

En primer lugar, se demuestra matematicamente el siguiente Criterio General de Comparacion,
de gran importancia tedrica y practica:
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CRITERIO GENERAL DE COMPARACION: Si dos series de términos positivos Yoo, @, y
Yin=1 by, cumplen la condicion |a, < by| para todo n, la primera se llama “minorante” de la se-
gunda y la segunda se llama “mayorante” de la primera. Pues bien, si “la mayorante” es “‘conver-
gente”, “la minorante” también lo serd. Y si “la minorante” es “divergente”, “la mayorante” tam-
bién lo serd.

Nota: Este Criterio General también es valido si la condicion a,, < b,, se cumple solamente desde
un cierto n > 1 en adelante (pues si suprimimos de las dos series los términos iniciales que no
cumplan la condicién a, < b, , las nuevas series obtenidas tendran el mismo “caracter” que las
iniciales, como dijimos en la propiedad 1 de la pag. 4).

. . 1 1,1 1 . -
Ejemplo 1: La serie Yn—q —=1+5+5+ - +—+- scllama “serie armoénica general”.

Pues bien, la llamada “serie armoénica” es el caso particular que corresponde ap = 1 y sabemos
que es “divergente” (ver pag. 4). Entonces, si tomamos un p < 1, sera n? < n paratodon > 1,
luego se tendra nip > % , también para todo n mayor que 1 (paran = 1 los valores coinciden). Con

lo cual, “la serie armoénica general” para un p < 1 serd “mayorante” de la “serie arménica”. Y
como esta ultima es “divergente”, la general también lo sera por el Criterio General anterior.

Por tanto, hay infinitas “series armonicas” que son “divergentes” y en todas ellas ocurre que el
limite de “su término general” es cero (corresponden a los infinitos valores de p menores que 1).
En cambio, para p > 1 “la serie arménica general” es “minorante” de la “serie armonica” (pues

. 1 1 L. iy
nP >nsin > 1, luego — < desde el segundo término en adelante), pero al ser esta tltima

“divergente” no podemos concluir nada a través del anterior Criterio General. Veremos en la pag.
10, con otro criterio, que “la serie armoénica general” es “convergente” para todop > 1.

. . 1 . . 1 .,
Ejemplo 2: La serie Z;‘len—n es “minorante” de la serie Z;‘{’zlﬁ , pues se sabe que la sucesion
divergente n™ es “de mayor orden” que la sucesioén n! (ver pag. 2). Pues bien, en el ejemplo 1
del Criterio de D’Alembert (dado mas adelante) veremos que la ultima serie nombrada es
“convergente”, luego la primera también serd “convergente” por el Criterio General de Com-
paracion dado.

loge(n+e)

Ejemplo 3: La serie Yp—q es de términos positivos pues log.(n +e) > log.e = 1 pa-

, . . 1 .
ra todo n, y ademas es “mayorante” de la “serie armonica” Y- — quees “divergente”, luego

también serd “divergente a +00” por el anterior Criterio General.

Se demuestra matematicamente el siguiente otro criterio para saber si una serie de términos
positivos “converge” o “diverge a +0”:

CRITERIO DE D’ALEMBERT o del cociente: Si en una serie de términos positivos Y.o—q , €l
limite del cociente |a,,/a,_| es un nimero real L, se tiene que dicha serie es “convergente” cuan-
do sea L < 1; dicha serie es “divergente” cuando sea L > 1, y no puede asegurarse “su caracter”
si L =1 (caso de duda). Ademas, si el limite de a,/a,_, es +o, la serie Y5—; a, también es
“divergente”.

Nota: Jean le Rond D’ Alembert fue un matematico francés del siglo X VIIL.

. . 1 . . . .1
Ejemplo 1: La serie Y;—; — cumple “la condicion necesaria de convergencia” (lim — = 0) ,
n n! n—oo n!

pero ademas el cociente a,/a,_; = (n—1)!/n! = 1/n tiene limite cero (menor que 1), luego
la serie es “convergente” por el anterior Criterio de D’Alembert. (Lo habiamos dicho antes).
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Ejemplo 2: La serie )51 3™ no cumple “la condicién necesaria de convergencia”, luego es
“divergente” por ese motivo. Y, como es logico, el Criterio del Cociente nos dice lo mismo, ya
que a,/a,_; = 3, luego el limite de dicho cociente es 3 (mayor que 1).

Ejemplo 3: La serie armonica Y p—q - sabemos que es “divergente”. Pero el Criterio del Cociente

no nos dice nada en este caso, yaque a,/a,_; = (n —1)/n,luego su limite es 1 (caso de duda).

Ejemplo 4: La serie )1 o cumple “la condicion necesaria de convergencia” y el cociente
an/an_1=B"1-2)/3"-2)=3B"1-2-3"")/(1 —2-3™™) tiene limite 3! (menor que
1), luego la serie dada es “convergente”. (Obsérvese que si el denominador del término general
fuese 3™ solamente, la serie dada seria “geométrica” de razon 1/3, pero tal como esta no es serie
geométrica). (Nétese que el limite de 37" = 1/3™ es cero, cuando n — ).

. . nP .., . .
Ejemplo 5: La serie foﬂg cumple “la condicion necesaria de convergencia”, porque n! es

divergente “de mayor orden” que nP para cualquier p positivo, por grande que este sea (ver pag.
2), con lo cual a,, tiende a cero. Y si p es cero o negativo, n? vale 1 o tiende a cero, luego también
a,, tendra limite a cero. Le aplicamos el Criterio de D’ Alembert: El cociente a,,/a,_; €s

np-(n—l)!_( n )pl
n

(n-1)P-n! “\n-1

que tiene limite 1P - 0 = 0 (menor que 1), luego la serie es “convergente”.

Otro criterio para saber “el cardcter” de una “serie de términos positivos”, demostrable mate-
maticamente, es el siguiente:

CRITERIO DE CAUCHY o de la raiz: Si en una serie de términos positivos Y.o—; @, el limite
de 'Va_n es un numero real L, se tiene que dicha serie es “convergente” cuando sea L < 1; dicha
serie es “divergente” cuando sea L > 1, y no puede asegurarse “su caracter” si L = 1 (caso de
duda). Ademas, si el limite de 'Va_n es +oo, la serie Y,;—q @, también es “divergente”.

Nota 1: Augustin Louis Cauchy fue un gran matematico francés del siglo XIX. Uno de los mas
importantes de ese siglo.

Nota 2: En la Seccion 3.8 (“Sucesiones numéricas™) se vio que para una sucesion {a,, } de términos
positivos, al existir el limite de a,,/a,,_, también existira el limite de va/a_,, y ambos coinciden.
Por ello, si para una serie de términos positivos funciona el Criterio de D’ Alembert (pues existe
el limite de a,, /a,_4) es inutil aplicar el Criterio de Cauchy (ya que dird lo mismo). Sin embargo,
puede ocurrir en algunos casos que funcione el Criterio de la Raiz y no funcione el Criterio de la
Razoén o sea muy incomodo de aplicar.

En general, es mas facil calcular el limite de la razon a,, /a,,_4 que el limite de la raiz 'Va_n , luego
debemos aplicar el Criterio de la Raiz solamente cuando veamos que sea dificil de obtener el
limite de la razén. Unicamente es aconsejable aplicar el Criterio de Cauchy antes que el
Criterio de D’Alembert cuando “el término general” de la serie sea una potencia de ex-
ponente n (ya que la raiz n-sima eliminara dicha potencia).

. . . . 1 .
Ejemplo 1: Vimos anteriormente que la serie Yy — ©s “convergente” porque es “minorante”

—1 — (cu \% z6n). -
de la serie Y4 — (cuya “convergencia” se comprobo por el Criterio de la Razoén). Pero el Cri
' 1

terio de Cauchy nos dice directamente que la primera serie es “convergente”, ya que L/a, = -

tiene limite cero (menor que 1).
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Obsérvese que en el caso anterior la aplicacion directa el Criterio de la Razén es mdas incdmoda,
, . 1/n" (n-1)n1 1 n—-1\" .
pues conduce al limite de — = =—-|(——]) , el cual es menos sencillo. Pero
1/(n—-1)n-1 nn n—1 n
1

= 0 (ver explicacion en la Seccion 3.8 o comprobarlo por calculo).

vemos que resulta 0-e”

n+2

n2
Ejemplo 2: A la serie Yp—q (T) le debemos aplicar inicialmente el Criterio de Cauchy, pues

el término general es una potencia de exponente n de otra potencia de exponente n. Se tiene

2\" . . . . .y , .
Ya, = (%) que tiene limite e? (explicado también en la Seccion 3.8). Como ese limite es

mayor que 1, la serie dada es “divergente a +00”.

1 : 113 14 99 . 1 r .
Ejemplo 3: Determinar “el caracter” de la serie Z;’le(log—n)n . Al ser el término general una
e

potencia de exponente n, aplicamos el Criterio de Cauchy. Se tiene %/a,, = Togon due tiene limite
e

cero (menor que 1), luego la serie es “convergente”.

. . , . n! . .
Ejemplo 4: Determinar “el caracter” de la serie Z;‘f;llo—n . Al ser n! infinito “de mayor orden”

que 10™ (ver pag. 2), el limite del término general sera +oo, con lo cual no se cumple “la condiciéon
necesaria de convergencia” y la serie serd “divergente a +00”. Y el Criterio de Cauchy nos da el

mismo resultado, ya que \/a, = o Hene limite +00, porque 3/n! es “equivalente” a n/e, que

tiene limite 400 (ver la Seccion 3.8 donde se demuestra dicha equivalencia).

n
Ejemplo 5: Determinar “el caracter” de la serie Y,;—4 % (a > 0). Se cumple “la condicioén nece-

saria de convergencia”: Pues si es a < 1, el numerador del término general tiende a cero mientras
el denominador tiende a +o0; si es a = 1, el numerador sera siempre 1 y el denominador tiende
a +oo, y si es a > 1, tenemos un limite indeterminado co/co pero la sucesion divergente del
numerador es “de menor orden” que la del denominador (ver pag. 2), luego el limite sera cero.

. . . . a . , .
Apliquemos ahora el Criterio de Cauchy: Se tiene /a, = T que tiene limite cero, porque

dijimos en el ejemplo anterior que V/n! tiende a +o0. Y al ser el limite de /a,, menor que 1, la
serie es “convergente”.

Obsérvese que si el limite del cociente a,,/a,,_; es 1, el limite de ’;/a,, también sera 1 y no sal-

dremos del “caso de duda”. Por eso hace falta otro criterio para resolver estas dudas, como el
Criterio de Raabe. que se demuestra matematicamente como todos:

CRITERIO DE RAABE (se aplica para salir del caso de duda del Criterio de D’ Alembert): Si el

. es igual a uno, se calcula el limite del producto indeterminado n - (1 — aan )
n-1 n—-1

Entonces, si dicho limite resulta mayor que 1 (incluido +0), la serie dada Y.;—-; a, es “con-
vergente”; si dicho limite resulta menor que 1, la serie dada es “divergente”, y si ese limite es 1,
subsiste la duda respecto al “caracter” de dicha serie.

limite de

Nota: Joseph Ludwig Raabe fue un profesor y matematico suizo del siglo XIX.

Ejemplo 1: La serie Yn—q —Toon cumple “la condicion necesaria de convergencia”. Le aplicamos

1

— 2
an n2+2n n“-1
1

= lim

el Criterio de D’Alembert: lim = lim >
n-ooo n“+2n

n—-oo An—1 n—oo

=1 (caso de duda)

(n-1)2+2(n-1)

Por tanto, le aplicamos ahora el Criterio de Raabe:
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limn-(l— a”)= limn-(l— n2_1)= lim 2n2+n=2

n—-oo an-—1 n—oo n2+2n n-ooo N2+2n

y como este limite es mayor que 1. la serie dada es “convergente”.

Ejemplo 2: En cambio, la serie armoénica )54 ~,que cumple “la condicion necesaria de con-

vergencia” y esta en “caso de duda” por el criterio de D’ Alembert, vuelve a dar “caso de duda”
1

. . N . n-1
por el Criterio de Raabe. En efecto: lim = = lim —4— = lim |
n—oo dnp—1q n—-oo E n—-oco N
., ) . -1 :
y también llmn-(l— a")=11mn-(1—n—)=11m2=1
n—-oo aAn—1 n—-oo n n-ooon

(Recuérdese que la explicacion de que la serie armoénica es “divergente” la hicimos en la pag. 4
basandonos en que su suma parcial S,, es un infinito “equivalente” a log.n ).

. . o . 1-3-5-..- (2n-1)
Ejemplo 3: Sea la serie de términos positivos Yt — e 5
1,13  1-3:5  1:3:5-7 L . L
sttt et o aes T - Noes facil conocer el limite de su término general, para saber
si cumple “la condicion necesaria de convergencia”. Pero le aplicamos el Criterio de D’ Alembert:

, CUyos primeros términos son

1-3:5-.../(2n-3)-(2n—1)
An _  246..-2n-2)2n _ 2n—1 . . , .
Tae.Gn = 5, Y Estecociente tiene limite 1 (caso de duda).
2:4:6-...-(2n—2)

an-1

. . 2n-1 1
Entonces, aplicamos el Criterio de Raabe: n - (1 - ) =n (1 L ) === Luego su
ap—1 2n 2n 2

limite es 1/2. Y al ser este limite menor que 1, la serie dada es “divergente”.

Consideramos ahora una relacion sencilla entre algunas series de términos positivos y ciertas
“integrales impropias de primera especie” en el intervalo [1 , 400) cuyo “integrando” sea positivo.
Y esa relacion se produce cuando el término general a,, de la serie pueda interpretarse como el
valor, para x = n, de “la funcion integrando” f (x) de la “integral impropia”, o sea cuando resulte
para todo n.

Pues bien, para esos casos, existe un criterio especifico:

CRITERIO DE LA INTEGRAL: Sea una serie de términos positivos Y.n—; @, cuyo término ge-
neral a,, pueda considerarse la restriccion al conjunto N de los nimeros naturales de una funcion
real de variable real f(x), que se mantenga continua, positiva y estrictamente decreciente en el
intervalo [1, +00). Entonces tenemos a,, = f(n) para todo n. Se trata de conocer “el caracter”
de la serie por comparacion con “el caracter” de “la integral impropia de primera especie”

-

Pues bien, se demuestra que si la integral anterior es “convergente” también lo sera la serie. Y si
la integral anterior es “divergente” también lo serd la serie.

Nota: En la Seccion 4.5 (“Integrales impropias”) se explica que “el caracter” de “la integral impro-
pia de primera especie” mencionada en el anterior Criterio se obtiene hallando el limite de la

integral definida | 1t f(x) dx , cuando t = +oo (la anterior integral definida ordinaria de la fun-

cion f(x) enel intervalo [1, t], existe por ser f continua en [1, +0) conlo cual lo serden [1,t]).
Pero esa integral definida es a su vez una funcién F(t) de dominio [1, +o0), donde es continua,
siendo ademds derivable para todo t > 1 y se cumple F'(t) = f(t), o sea que F_es “una pri-
mitiva” de f en (1,+00), gracias a lo establecido en el Teorema Fundamental del Calculo
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(visto en la Seccion 4.2), lo cual ocurre también por darse la continuidad de f en [1, +00). Pero

F(t) es ademas, en este caso, una funcidn real “estrictamente creciente” en todo su dominio, por

ser f positiva en el mismo intervalo [1,+c0). Con lo cual, su limite cuando t — +oco serd un
cierto niimero positivo (si F(t) esta acotada superiormente) o bien sera +oo (si no lo esta).

Pues bien, en la Seccion 4.5 se establecio que si ese limite de F(t), cuando t = 400 , es un nime-
ro (que sera positivo en este caso) la “integral impropia” mencionada en el Criterio es “conver-

gente”. Y si ese limite es infinito (400 en este caso), la integral impropia es “divergente”.

. . . - 1 .
Ejemplo 1: Hemos dicho que la serie armoénica general es Y, - Y hemos establecido ante-

riormente que es “divergente” para todo valor del pardmetro p que sea menor o igual a 1 (pag. 6),
pero no sabemos qué pasard para valores de p mayores que 1.

Al observar que su término general puede considerarse restriccion a N de la funcion real de va-
riable real f(x) = i la cual es continua, positiva y estrictamente decreciente en el intervalo
-p
xpt+1

anterior Criterio de la Integral.

[1,+00), pues su derivada es negativa en (0, +00), podremos aplicarle a esta serie el

Ahora bien, si es p # 1, se tiene

t

+o0 dx . t . x Pt . t7Ptl_q
[T == llmfxpdx=11m[ ] = lim (—)
1 xp t>+oo 1 t-+oo L-p+1l, t—-+c0 \ —p+1

, . 1 , . _ .
Y ese limite es E cuando p > 1. pues —p + 1 serd negativo y entonces t P+1 tiende a cero

cuando t = 4o0. Por tanto, tenemos que la “serie armonica general” es “convergente” cuando
sea p mayor que 1.

Pero también vemos que el limite anterior es +o0 cuando p < 1, pues entonces —p + 1 sera po-
sitivo y la potencia t“P*? tenderd a +o0. Luego hemos vuelto a probar que la “serie arménica
general” es “divergente” cuando seap < 1.

Y para p = 1 (caso de la “serie armoénica”), la integral impropia es:
+oo dx . t .
[0 == lim [In|x|]{ = lim Int =+
1 x t—>+00 t—+00

luego tenemos otra demostracion de que la “serie armoénica” es “divergente”.

1

Ejemplo 2: La serie Zf{’:lW

oD S8 de términos positivos y tiene un término general

1
(x+1) - loge(x+1) °
continua, positiva y estrictamente decreciente en [1,+00), pues se puede comprobar que su
derivada es negativa en (0, +0).

que es restriccion a N de la funcion real de variable real f(x) = la cual es

Consideramos entonces “la integral impropia de primera especie’ siguiente

+00 . t 1
fl f(x) dx = tl—l>£-nw fl (x+1) - loge(x+1) dx

donde la integral definida del segundo miembro se resuelve facilmente usando el cambio de va-

)] on

riable log,(x + 1) = u, pudiendo comprobarse que su resultado es log, [lo Je (
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ces, cuando t = 40, su limite es + 0, luego la “integral impropia” es “divergente”. Por tanto,
la serie dada también sera “divergente” segun establece el anterior Criterio de la Integral.

Nota: Este es otro ejemplo de una serie que cumple “la condicion necesaria de convergencia” (la
cual, como sabemos, es lim a,, = 0) y sin embargo es “divergente” (lo cual prueba nuevamente
n—oo

que dicha “condicién necesaria”, no es “suficiente” para asegurar la “convergencia” de una serie).

Hay también otro criterio para series de términos positivos que se llama Criterio de Com-
paracion por Limite (basado en el Criterio General de Comparacion que dimos en la pag. 6 y
muy parecido al que dimos en la Seccion 4.5 para “integrales impropias de primera especie” que
tengan integrandos positivos), €l cual se demuestra matematicamente y dice lo siguiente:

CRITERIO DE COMPARACION POR LIMITE: Dadas dos series de términos positivos Y% ; a,,
y Yome=1 by, , podemos calcular el limite del cociente de sus términos generales a,, /b, cuando n
tiende a +oo.

1) Si dicho limite es cero o un numero positivo y la serie Y54 b, es “convergente”, la serie
Ym=1 A, también sera “convergente”.

2) Si dicho limite es 4+ 0 un nimero positivo y la serie Y.,—; b, es “divergente”, la serie
Yin=1 4, también sera “divergente”.

. . 1 7 o
Ejemplo: Tomemos las dos series Yn—q s Y Y1 —n bara compararlas usando este criterio.

. . 1 7 : 2 1 _
Calculamos el limite del cociente (3"+5n) / (2_") que es 111_{20 TG il_r)rolo . [ (3)n+ E =0,
2

n
porque G) tiende a +oo (ya que la base de la potencia es mayor que 1) y z—: tiende a cero (por

ser el denominador de esta fraccion una “sucesion divergente” de “mayor orden” que la del nu-

, . 7 . o .
merador; ver pag. 2). Pero la serie Ypq on s una “serie geométrica” de razon 1/2 (menor que

., : 1 , .,
1), luego es “convergente”. En conclusion, la serie Y- g, Serd también “convergente” por

este Criterio de Comparacion por Limite (caso 1 de este criterio).

Nota: La serie dada no es “geométrica” por culpa del sumando 5n del denominador de a,, , pero

. 33 L 9 (o8] 1 s A 13 e 4
es minorante de la “geométrica” Yn—; 7n > que también “converge” por tener razéon 1/3 (menor

razonando por aplicacién direc-

. . 1
que 1), luego tenemos también la “convergencia” de Y., Tien

ta del Criterio General de Comparacion.

Pues bien, un caso particular importante del anterior Criterio de Comparacion por Limite se ob-
tiene tomando |b,, = 1/nP|, con lo cual el cociente a, /b, se vera como el producto nP - a,|y el
criterio que se obtiene se llama Criterio de Pringsheim (comparacion por limite entre una serie

de términos positivos dada Y ;-4 a,, v la serie armodnica general Y-, )
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CRITERIO DE PRINGSHEIM: Consiste en buscar el valor de p que haga finito y diferente de
cero el limite del producto lﬁp - a,|, en cuyo caso el caracter de la serie dada coincidird con el
que posea la “serie armonica general” para ese valor de p (como sabemos, si p > 1 es “conver-
gente” y si p < 1 es “divergente”). Y si lo anterior no es posible, buscar un valor de p mayor
que 1 que haga cero ¢l limite de nP - a,|(en cuyo caso la serie dada serd “convergente”), o bien
buscar un valor de p menor o igual que 1 que haga +oo el limite anterior (en cuyo caso la serie
dada sera “divergente”).

Nota: Alfred Pringsheim fue un matematico polaco-aleman que vivio en la transicion del siglo
XIX al XX.

. e : 1 « o, :
Ejemplo 1: Hallar “el caracter” de la serie Z;‘{le . Cumple “la condicion necesaria de

convergencia”, luego puede ser “convergente” pero también puede ser “divergente”. El producto

. L. nP , .
mencionado por el Criterio, n? - a,, , es en este caso ———= y se comprueba ficilmente que
p b n » \/ﬁ‘l‘\/m y D q

para el valor de p = 1/2 el limite de la expresion anterior es 1/2 (finito y no cero). Por tanto, la
serie dada es “divergente” (como la “armdnica general” parap = 1/2).

en?

. P . N n . ey .
Ejemplo 2: Hallar “el caracter” de la serie Y4 —— - Cumple “la condicién necesaria de con-

vergencia”, pues al tender n a +o0, el numerador de a,, oscila entre 0 y 1, permaneciendo por tan-

to acotado, mientras su denominador tiende a 4o, luego el limite del término general es cero. El

nP - sen’n . .
producto n? - a,, es en este caso —,z  yho hay un valor de p que haga finito y diferente de

cero el limite de dicha expresion (en efecto, si tomamos p = 2 el limite no existird por la osci-
lacién permanente de sen®n y para p < 2 el limite sera siempre cero). Tomando entonces un p
entre 1y 2 (por ejemplo p = 3/2), se tendra que el limite es cero con un p mayor que 1, luego
la serie dada es “convergente” (como la “armodnica general” parap = 3/2)

Ejemplo 3: Hallar “el caracter” de la serie Zf{;lm . Cumple “la condicion necesaria de
e
P

convergencia”. El producto nP - a, es en este caso — Yy tampoco hay un valor de p que

1+loge
haga finito y diferente de cero el limite de dicha expresion (en efecto, para p < 0 el limite es cero
y para p > 0 el limite serd +oo, pues tendremos la indeterminacion oo /oo con el numerador “de
mayor orden” que el denominador; ver pag. 2). Tomando entonces un p entre 0 y 1 (por ejemplo
p = 1/2), se tendra limite +c0 con un p menor que 1, luego la serie dada es “divergente” (co-
mo la “armoénica general” parap = 1/2).

. , . n+1 . .
Ejemplo 4: Hallar “el caracter” de la serie Y.;—; — . Cumple “la condicion necesaria de
n- n*—
convergencia”, pues el numerador del término general es un infinito (sucesion divergente) de
. . . nP- (n+1) .
orden 1 y su denominador es un infinito de orden 3. El producto nP - a,, es —=—===, siendo el
orden 1y un infinito de orden 5. EIp n &S T Bni’

numerador de orden p + 1 y el denominador de orden 3. Por tanto, para que el limite corres-
pondiente sea finito y no cero, tendra que ser p + 1 = 3, luego debera serp = 2 > 1. Por tanto,
esta serie es “convergente” (como la “armoénica general” para p = 2).

logen . .y .
536 . Cumple “la condicion necesaria de con-

vergencia” pues el denominador es un infinito “de mayor orden” que el numerador (ver pag. 2).
nP-logen . , . , .
L 99eR Si tomamos p = 3, el limite serd +o0, y si tomamos p < 3, el

n3 )
limite sera cero. Luego no hay un valor de p que nos haga el limite finito distinto de cero. Pero
podemos tomar p entre 1 v 3 (por ejemplo p = 2), de modo que el limite sera cero con un p
mayor _que 1. Por tanto, la serie dada es “convergente” (como la “armoénica general” para p =

2).

Ejemplo 5: Hallar “el caracter” de la serie Yp—;

El producto n? - a,, es
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IMPORTANTE: A veces nos dan una serie de términos positivos sin la expresion de su término
general, indicandonos solamente un numero suficiente de términos iniciales (igual que ocurre
al definir muchas “sucesiones”). Para poder saber “el caracter” de la serie en estos casos, debemos
deducir la expresion de su término general basindonos en los valores de los términos dados,
suponiendo que los demas siguen la misma ley de formacion.

Esto también sucede muchas veces con otros tipos de series (no necesariamente de términos posi-
tivos).

Ejemplo 1: Determinar “el caracter” de la serie 4— + >+ F + F + --- Observamos que todos

los términos dados son cocientes con nurneradores iguales a 1 y denominadores que son

cuadrados de ciertos niumeros naturales que estan en progresion aritmética de diferencia 3, siendo
1

(3n+1)?
la expresion que creamos y luego la debemos comprobar paran = 1,n =2, n = 3 yn = 4, por-
que nos han dado los cuatro primeros térmmos de la serie). Vemos que esta serie es “minorante”

el primero 4. Por tanto, deducimos que “el término general” es |a,, = (debemos escribir

de la “serie armoénica general” Y- 173 , la cual es “convergente” (pues esp = 2 > 1). Luego la
serie dada también es “convergente” Dor el Criterio General de Comparacion.

Ejemplo 2: Determinar “el caracter” de la serie Observamos que los

3 3 3
=ttt t=+
i ¥z 3 Va

términos dados son cocientes con numeradores iguales a 3 y denominadores que son raices

cubicas de niimeros naturales sucesivos, comenzando en 1. Por tanto, “el término general” de esta
3

3l
Y1 # , la cual es “divergente” (pues es p = 1/3 < 1). (También puede considerarse que es

serie sera |a, = . Vemos que la serie dada es “mayorante” de la “serie armdnica general”

esa serie multiplicada por 3). Luego la serie dada es “divergente” por el Criterio General de
Comparacidn (o por la propiedad 2 de la pag. 4).

. . . . 1 1
Ejemplo 3: Determinar “el caracter” de la serie + ﬂ tos ettt Observamos
que los términos dados son cocientes con nurneradores iguales a 1 y denominadores que son el
producto de n ntimeros naturales sucesivos (un factor en a,, dos factores en a,, tres en as, etc...),

empezando siempre por el nimero n + 1 (que es 2 para a4, que es 3 para a,, que es 4 para as,

etc...). Por tanto, “el término general” de esta serie sera |a, = . Vemos que es

(n+1) - (n+2) fa 2
una serie que cumple “la condicidon necesaria de convergencia”. Le aplicamos el Criterio de la
Razén, obteniendo

an _ n-(n+1)-(n+2)-...- (2n-2) n _ 1

an-1  (+1)-(n+2)-..-(2n-2)-(2n-1)-2n  (2n-1)-2n  4n-2

que tiene limite cero (menor que 1). Por tanto, la serie dada es “convergente”.

Ejemplo 4: Determinar “el caracter” de la serie — s+ ﬁ + ; tot - Observamos que los

términos dados son cocientes con numeradores 1gua1es an+1 (2 para aq, 3 para a,, 4 para as,
etc...) y denominadores que son productos de dos nimeros naturales que se diferencian en 2

unidades, empezando siempre por el numero n (1 para a4, 2 para a,, 3 para as, etc...). Por tanto,
n+1

n - (n+2)

condicion necesaria de convergencia”. Aplicandole el Criterio de Pringsheim, tenemos el pro-

nP - (n+1)
n2+2n

consiguiente, esta serie es “divergente” (como la serie armoénica).

“el término general” de esta serie serd |a, = . Vemos que es una serie que cumple “la

ducto n?-a, = . 'Y vemos que para p = 1 el limite serd 1 (finito v no cero). Por

. N e .12 4
Ejemplo 5: Determinar “el caracter” de la serie atmtatat Observamos que los

términos dados son cocientes con numeradores iguales a n 'y denominadores iguales a (n + 1)™.
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n

Por tanto, “el término general” de esta serie es |a,, = e

(cumple “la condicion necesaria de

n
convergencia”). Le aplicamos el Criterio de Cauchy: Tenemos 4/a, = — » que tiene limite

. . . , . n . .
cero, pues \/n tiende a 1 (tiene el mismo limite que — ). En consecuencia, esta serie es

9

“convergente” (pues el limite de '/ a,, ha resultado menor que 1).

Propiedades de las series de términos positivos

Ademaés de cumplir las cuatro propiedades generales de las series (ver pag. 4), excluyendo las
posibilidades de ser divergente a —oo, ser divergente a +oo o ser oscilante, las series de términos
positivos cumplen otras propiedades especificas (ademas de las mencionadas como Criterio
General de Comparacién, Criterio del Cociente, Criterio de la Raiz, Criterio de Raabe, Criterio
de la Integral, Criterio de Comparacion por Limite y Criterio de Pringsheim) que son las siguien-
tes (demostrables matematicamente):

1) Se puede alterar arbitrariamente el orden de los términos de una serie de términos posi-
tivos sin que se altere “su caracter” (ni su valor, en caso de ser “convergente”).

2) En una serie de términos positivos podemos descomponer cualquiera de sus términos en
un numero finito de sumandos positivos, repitiendo esta operacion tantas veces como
queramos, sin que la serie cambie de “caracter” (ni cambie de valor en caso de “conver-
gencia”).

3) Dadas dos series “convergentes” de términos positivos, Yo a, Y Y2imeq by , la nueva
serie ¥, ¢, donde |c, = a; by, +ay by_q+-+ay,_q-b,+a, by, es “conver-
gente” v su valor es el producto de los valores de las dos series dadas.

Y si una de las dos series dadas es “divergente” (o lo son ambas), la nueva serie Y:n—; Cp,
sera “divergente”.
Por tanto, la serie producto de Yom1 @ ¥ Ymeq by comenzara asi:

al'b1+(a1'b2+a2'b1)+(a1'b3+a2'b2+a3'b1)+

+(a1'b4+a2'b3+a3'b2+a4'b1)+(a1'b5+a2'b4+a3'b3+a4'b2+a5'b1)+"'

Series alternadas

Son todas las que presenten términos positivos y negativos de forma alternativa. Por ejemplo,
los términos de indice impar podrian ser positivos y los de indice par negativos. O viceversa.

Se demuestra matematicamente el siguiente Teorema aplicable a este tipo de series:

TEOREMA DE LEIBNIZ: Toda “serie alternada” }.n—; a, cumpliendo que los valores absolutos
de sus términos formen una “sucesion estrictamente decreciente” y cumpliendo lim a, =0, es
n—oo

“convergente”.

Ademas, cualquier suma parcial S,, de una “serie alternada” que cumpla lo anterior representa
“una aproximacion” del valor total de 1a misma, con un error menor que el valor absoluto del
primer término no incluido en S,,, que es |an+1| . 'Y dicha suma parcial sera “una aproximacion
por defecto” del valor total de la serie si el término a,, (4ltimo incluido en S,,) es negativo y sera
“una aproximacion por exceso’ si dicho ultimo término es positivo.
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Nota: Gottfried Leibniz fue un gran matematico y filésofo aleman del siglo XVII. Se le considera,
junto al gran Isaac Newton, fisico y matematico inglés del mismo siglo, fundador de lo que moder-
namente llamamos Calculo Infinitesimal o Calculo Diferencial e Integral, muchos de cuyos ele-
mentos ya existian en su época, obtenidos por otros matematicos importantes de siglos anteriores
y también del mismo siglo.

. . 1.1 1 1
Ejemplo 1: La serie 1 ——+ - — 24+ (—1)ntt —+ - es alternada, donde los valores abso-
lutos de sus términos forman “una sucesion estrictamente decreciente” y ademas cumple “la con-
dicion necesaria de convergencia”. Por tanto, es “convergente”, segun el Teorema de Leibniz.
Ademas, la primera “aproximacién” del valor total de la serie, con error menor que 0’1, sera la

. 1,1 1 1,1 . . . .
suma parcial Sq =1 — stz—7t - —5t5 »Dbuestoque el primer término no incluido en

. 1 , L,
dicha suma es — o de valor absoluto 0’1 (ademas esa “aproximacion Sq” es “por exceso”, va

que el ultimo sumando que interviene en esa suma parcial es positivo). Pero entonces, la suma
parcial S, es la primera aproximacion “por defecto” del valor total de la serie, con error menor
que 0’1 (ya que “su error es menor que 1/11” y el Gltimo sumando que interviene en S;, es ne-
gativo). O sea, llamando S al valor total de la serie alternada, podemos escribir: 310 <S5<8q
(obsérvese que la diferencia Sq — Sy, es el valor 1/10; por eso Sg —S < 0’1 y también S —
S10 < 01). Calculados los valores de ambas sumas parciales, resultan ser: Sg = 0'74563492 y
Si0 = 0'64563492. Asi que, abreviando, el valor S de la serie alternada estard entre 0°645 y
0°746.

Del mismo modo, tomando una suma parcial que incluya suficiente nimero de términos po-
dremos saber el valor de la serie con tanta precision como queramos. Por ejemplo, para saber
el valor de la serie anterior con error menor que una milésima (lo cual nos da una aproximacion
que tendra al menos las dos primeras cifras decimales exactas y la tercera exacta o con diferencia

) , , 1
de una unidad en mas o en menos respecto de la exacta) calculariamos el valor de Sgg9 = 1 — >t
1 1 1

1, . L,
i R e (si queremos “una aproximacién por exceso”) o el valor de S;p90 = Sgg99 — 7000

(si queremos “una aproximacion por defecto”). Calculadas las sumas parciales anteriores resulta
Sg99 = 0'6936474... asicomo S;p9p = 0'6926474..., luego “un valor aproximado” de la serie
dada puede escribirse como 0°69 con todas sus cifras exactas (recuérdese que en el parrafo an-
terior dijimos que ese valor estaria entre 0’645 y 0°746).

EN GENERAL: Si Y7, a, es “alternada” cumpliendo las condiciones del Teorema de Leibniz,
para obtener una aproximacion de su valor con error menor que un € positivo dado, buscaremos
el primer término de la serie que tenga valor absoluto menor o igual a € y tomaremos como
“aproximacion de la serie” la “suma parcial” que incluya hasta el término anterior al en-
contrado.

Ejemplo 2: Sea la serie alternada Y,;—, (—1)" n+ﬁ (obsérvese que el primer valor de n que se

usa en el sumatorio es 2 y no 1, porque paran = 1 el denominador del “término general” se hace
cero). Los denominadores crecen constantemente (pues n crece mas rapido que vn), luego los
valores absolutos de los términos de la serie forman “una sucesion estrictamente decreciente” y
ademas se cumple “la condicion necesaria de convergencia”, ya que n — +/n tiende a +o0. Por
tanto, en virtud del Teorema de Leibniz, la serie es “convergente”. Y si nos piden una aproxi-
macién de su valor S con error menor que 0’01, buscamos el primer término de la serie cuyo valor
absoluto sea menor o igual a 1/100, lo cual se cumplird cuando n — vn > 100. Se puede com-

. . . 1
probar que esto ocurre a partir de n = 111 inclusive (en efecto, |a;11| = TR 0’00995
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que es menor que 0'01; en cambio |a 10| =

————=0'01005 no es menor que 0°01). Por
110 110

tanto, podemos decir que:

~V110 (_qyn_L+ _ 1 1 1 1t Ly
S =Xn=2 (01 n—n _ 2—/2 3—\/§+4—\/Z 5—\/§+ +110—\/110

siendo esta aproximacion por exceso, ya que el ultimo término incluido es positive. Y para ob-

tener “aproximacion por defecto” en menos de 0’01, agregariamos el término siguiente que es
1

T 111-yiit

Ejemplo3:Laseriel —1+4+ 1 — 1 + --- es “alternada” pero no cumple las condiciones de la hipo-
tesis del Teorema de Leibniz, pues los valores absolutos de sus términos forman la sucesion 1, 1,
1,1, ... (constante), luego no es estrictamente decreciente, y ademas el término general, que en es-
te caso es a,, = (—1)™*1, no tiene limite cuando n — . Por tanto, por esta tiltima razén no puede
ser “convergente”. Pues bien, si analizamos las “sumas parciales” sucesivas tenemos S; = 1, S, =
0,53 =1,5, =0, etc... Luego la serie es “oscilante”, pues la sucesién S,, no tiene limite.

Series de términos positivos y negativos

Se trata de series que tienen infinitos términos positivos e infinitos términos negativos, interca-
lados en cualquier orden, lo cual incluye a las “series alternadas” como un caso particular.

Si una serie tuviese solamente un numero finito de términos negativos, la descompondremos en
la suma de una cierta cantidad de sus términos iniciales (donde queden incluidos todos sus tér-
minos negativos) mas “la serie de términos positivos” que forman los restantes (la cual deter-
minara “el caracter” “convergente” o “divergente a +00” de toda la serie dada). Y si una serie tu-
viese solamente un nimero finito de términos positivos, la descompondremos en la suma de una
cierta cantidad de sus términos iniciales (donde queden incluidos todos sus términos positivos)
mas “la serie de términos negativos” que forman los restantes (la cual es el producto de k = —1
por “la serie de términos positivos” que forman sus valores absolutos, la cual determinara “el ca-
”? “convergente” o “divergente a —oo” de la toda serie dada).

racter

Por tanto, en general, en una auténtica “serie de términos positivos y negativos”, Yn_; ap,
podremos considerar la serie Y.;— b, que forman sus términos positivos y la serie Y., ¢, que
forman los valores absolutos de sus términos negativos (ambas de términos positivos). Pues
bien, dada una suma parcial S,, de la serie dada, con n suficientemente grande, existiran nimeros
naturales n, y n, de forma que , donden = ny + ny, siendo Sy una cierta su-
ma parcial de la serie ¥5_1 b, ysiendo Sy otra cierta suma parcial de la serie Y34 ¢, (esta-
mos suponiendo que en la suma S, de la serie dada hay n, términos positivos y n, términos nega-
tivos). Ademas, cuando n — oo ocurrira que n; — o0 y también n, — .

Pero entonces tenemos el siguiente Teorema que resume las cuatro situaciones posibles:

TEOREMA DE RIEMANN: Sea Y7—; a, una “serie de términos positivos y negativos”, sea
Ym=1 by, la serie que forman solamente sus términos positivos y sea Yn—; ¢, la serie formada so-
lamente por los valores absolutos de sus términos negativos. Entonces:

1) Si las dos series mencionadas Y.p—q1 by, ¥ Yineq Cn, sON “convergentes” de valores By C, se
tendra lim S,, = lim S; — lim S; = B — C y entonces la serie Y,;—; a, sera “conver-
n—oo n;—oo 1 pmy-o00 2

gente” de valor B — C.

2) Silaserie )y-q1 by, es “divergente a +00” y la serie ).,,—q C, €s “‘convergente”, tendremos
lim S, = 4o y la serie dada “de términos positivos y negativos” sera “divergente a +00”.

n—oo
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3) Silaserie )n—q b, es “convergente” y la serie Yn—q ¢, es “divergente a 400", tendremos
lim S,, = —oo vy la serie dada sera “divergente a —c0”.

n—oo

4) Siambas series, )p-q1 bn Y Xme1Cn » sSOn “divergentes a +0”, el limite de S,, estara en el ca-
so de la indeterminacion oo — oo y puede suceder cualquier cosa con ““el caracter” de la serie
dada.

Nota 1: Bernhard Riemann fue un gran matematico aleman del siglo XIX.

Nota 2: En el caso 1) de “convergencia” de las dos series Yp—1bn ¥ Yim=1Cn » la seric dada
Ym=q Qn se llama “incondicionalmente convergente”, pues alterando el orden de sus términos
sigue siendo “convergente” y sigue teniendo el mismo valor B — C. Ya que ese cambio de orden
entre sus términos implicara cambio de orden entre los términos de alguna de las series Y.n—q by,
Y Ym=q Cn 0 cambio de orden en ambas (que son de términos positivos), con lo cual no se alterara
“el caracter” de ambas ni sus respectivos valores B y C, como se dijo en la propiedad 1 de la pag.
14.

Nota 3: En el caso 4) de “divergencia” de las dos series Y.p—q1 by, ¥ Xom=1 Cn » la serie dada Y7 ; a,

podria ser convergente solamente si se cumple “la condicidon necesaria de convergencia” que es

lim a,, = 0, lo cual obligaa que lim b, =0 yaque limc, =0. Y si se diese esta “con-
n—-oo

n—-oo n—-oo
vergencia”, se dird que Y-, a, es “condicionalmente convergente”, pues alterando el orden
de sus términos podria perderse esa “convergencia” o podria cambiar el valor de la serie.

De hecho, se demuestra que en este Gltimo caso de “convergencia condicional”, cambiando con-
venientemente el orden de los términos de Y1 a, , puede lograrse otra serie que tenga una su-
ma prefijada (la que queramos), que sea “divergente a +00”, que sea “divergente a —0” 0 que
sea “oscilante”, de muchos modos posibles (ver la Nota Importante en la pagina siguiente).

1 1,1 ,1 1 1 1, 1
-—-+ = ——-—-—= + —+ - no es “alterna-
2 16 25 36 4 5 6 49 e

da”, pero es “de términos positivos y negativos”. La “serie de sus términos positivos” es Y- =

Ejemplo 1: La serie 1+%+%—1— §+ —

(“convergente”, por ser “la armoénica general” conp = 2 > 1) y la “serie de los valores absolutos

de sus términos negativos” es Yo, — (“divergente”, por ser “la armonica”), luego la serie dada
n=1,

es “divergente a —0" (caso 3) del Teorema de Riemann).

Ejemplo 2: La serie 173/2 4 273/2 _373/2 _ 4=3/2 4 §5-3/2 4 ¢=3/2 _7-3/2 _ ... no es “al-

ternada”, pero es “de términos positivos y negativos”. La “serie de sus términos positivos” es

1 1 1 1 13 ba T (13 T 4 : 2
Tt at et et (Yconvergente”, por ser minorante de “la serie armonica general

1 1
33/2 + 43/2 +

conp = 3/2 > 1) yla“serie de los valores absolutos de sus términos negativos” es

1 1
7 Y g
p = 3/2), luego la serie dada es “convergente” (“incondicionalmente convergente”, como he-
mos dicho en la Nota 2 correspondiente al caso 1) del Teorema de Riemann).

+ -+ (“convergente”, por ser también minorante de “la serie armoénica general” con

Ejemplo 3: La serie 1/4—3/6+5/8—-7/10+9/12—11/14 ... es “alternada”, pero “no

1 2n-1
2n+2

el mismo no tiene limite cuando n — co (los términos impares tienden a 1 y los términos pares

tienden a —1). Por tanto, esta serie no puede ser “convergente”. La “serie de sus términos positi-

cumple la condicién necesaria de convergencia”, ya que su término general es (—1)""
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vos”es 1/4+5/8+9/12 + -+, de “término general” b, = 4:13 (que tiene limite 1, luego
esta serie es “divergente a +00”") y la “serie de los valores absolutos de sus términos negativos”
es 3/6+7/10+11/14+ -+, de “término general” c, = ::;; (que también tiene limite 1,
luego esta serie también es “divergente a +00”). Entonces, la serie dada estd en el caso 4) del
Teorema de Riemann y en este caso es “oscilante”, ya que sus sumas parciales aumentan y dis-

minuyen sucesivamente en valores cada vez mas proéximos a 1.

Ejemplo 4: La serie Z;‘{’zl(—l)"% =-1+ % — % + % — .-« es “alternada” v cumple las condi-

ciones del Teorema de L eibniz, luego es “convergente”. La “serie de sus términos positivos” es

1 1 1 1 1 1 1 1 . .
E+Z+€+§+ = (1 +E+§+Z+ ) , luego es “divergente a +00” por serlo “la armo-

. : o . 1,1 .
nica”. Y la “serie de los valores absolutos de sus términos negativos” es 1 + 3to de “tér-

mino general” ¢, = Sao7 Y bor el Criterio de Pringsheim resulta ser “divergente a +00” (el limite

p . .
de n?-c, = # es 1/2, finito y no cero, para p = 1). Por tanto, las dos series }.;-1 by, ¥

Yim—1 Cp son “divergentes” (caso 4) del Teorema de Riemann). Sin embargo, en este caso “la
serie dada no es oscilante” como en el ejemplo anterior, pues al tender a cero los “términos
generales” b,, v ¢,. las sumas parciales de la serie dada aumentan y disminuyen sucesivamente
en cantidades cada vez menores, estabilizandose alrededor de un cierto nimero real, que es el
valor de la serie dada. Esta serie es “condicionalmente convergente”.

NOTA IMPORTANTE: Si quisiésemos obtener una serie “convergente” de valor prefijado S
positivo, a partir de la serie dada anteriormente (mediante cambio de orden de sus términos),
tomariamos inicialmente suficientes términos positivos consecutivos de la misma, con el orden
que tenian, hasta que su suma fuese mayor que S (no mas de los necesarios para esto, si es que se
necesitan, pues S puede ser un valor pequeio; esto puede lograrse, pues la serie Yp=q by, es “di-
vergente a +00”, con lo cual sus sumas parciales llegaran a ser mayores que cualquier nimero po-
sitivo dado); luego empezariamos a agregar términos negativos consecutivos, con el orden que
tenian, hasta que la nueva suma parcial llegue a ser menor que S (tampoco tomariamos mas de
los necesarios; esto es posible porque la serie Y.o—q ¢, €s “divergente a +00”, con lo cual sus
sumas parciales también llegaran a crecer todo lo que queramos y las estariamos restando); a
continuacion volveriamos a agregar términos positivos consecutivos que no hubiésemos tomado
anteriormente (en el mismo orden y no mas de los necesarios) de forma que esa tercera suma
parcial vuelva a superar el valor S; etcétera. De este modo, la sucesion de las nuevas sumas
parciales conseguidas se irdn aproximando al valor S prefijado, estando cada vez mas cerca de
dicho valor (porque a medida que avancemos en este proceso, tanto los términos positivos como
los valores absolutos de los términos negativos que agreguemos son cada vez mas pequefios, por
tender todos a cero).

Y de un modo similar se puede proceder si tomdsemos S cero o negativo. (Si el valor prefijado S
fuese negativo, habra que comenzar tomando términos negativos hasta obtener una suma parcial
menor que S, para luego agregar términos positivos en cantidad suficiente, etc...). (Y si el valor
prefijado fuese S = 0, el primer término positivo ya nos daria una suma parcial superior a S, al
cual agregariamos términos negativos, etc...).

Asi mismo, podremos reordenar los términos de la serie dada para que resulte una serie “diver-
gente a +00”, para que resulte una serie “divergente a —oo0” o para que resulte una serie “oscilante”
(como deciamos en el recuadro de la Nota 3 de la pagina anterior).

Por ejemplo, si quisiésemos una nueva serie que fuese “divergente a +00”, tomariamos inicial-
mente suficientes términos positivos consecutivos hasta que su suma supere por ejemplo al nime-
ro 10 (no mas de los necesarios); luego incluiremos suficientes términos negativos consecutivos
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hasta que la suma parcial obtenida fuese menor que 10 (no mas de los necesarios); a continuacién
volvemos a agregar suficientes términos positivos consecutivos hasta que la nueva suma parcial
supere el numero 100 (no mas de los necesarios); etcétera. Asi la sucesion obtenida de sumas
parciales llegara a superar 10, 100, 1000, etc... con lo cual tendrd limite +00, pues siguiendo asi,
a partir de alguna suma parcial, todas llegaran a superar a cualquier nimero positivo K por grande

que este sea.

Y de modo analogo se procederia para lograr que la serie sea “divergente a —o0”, buscando una
primera suma parcial menor que —10, agregando algunos términos positivos para subir de —10
y luego agregando negativos hasta obtener una suma parcial menor que —100, etcétera.

Y para lograr una nueva serie que sea “oscilante” a partir de la dada, con sumas que oscilen
alrededor de cualquier valor K, elegimos un cierto H > 0 y, tomando los términos iniciales de la
serie dada que nos convenga (todos positivos o todos negativos segun el signo de K + H), bus-
caremos una primera suma parcial superior a K + H; luego agregaremos suficientes términos
negativos nuevos de la serie dada para llegar a una suma parcial menor que K — H; a continuacion
agregaremos nuevos términos positivos para llegar a otra suma parcial superior a K + H; luego
agregaremos otra vez nuevos términos negativos para llegar a una suma parcial menor que K —
H; etcétera. Asi la sucesioén obtenida de sumas parciales no tendra limite, pues quedara oscilando
indefinidamente cada vez mas cercade K — H y K + H (que distan entre si 2H > 0).

Otro procedimiento muy utilizado para analizar el caracter de “una serie de términos positivos vy
negativos” es considerar la nueva serie formada por “los valores absolutos de todos los términos
de la serie dada”. Al respecto, se demuestra el siguiente Teorema:

TEOREMA DE LA CONVERGENCIA ABSOLUTA (O DE DIRICHLET): Sea Y.,_, a, una
“serie de términos positivos y negativos”. Si su “serie de valores absolutos” Y.»_;|a,| es “con-
vergente”, la serie dada también serd “convergente” (se le llama “absolutamente convergente”).

Y si “la serie de valores absolutos” es “divergente a +00”, la serie dada se puede llamar “abso-
lutamente divergente” pero no puede asegurarse “su caracter” (puede ser “convergente”, “di-
vergente” u “oscilante”).

Nota: Peter Gustav Dirichlet fue un matematico aleman del siglo XIX.

En efecto, al ser “convergente” la serie Y.,—4|ay| , seran necesariamente “convergentes” las dos
series Y,p-q by (formada por “los términos positivos de la serie dada”) y Y.;—; ¢, (formada por
“los valores absolutos de los términos negativos de la serie dada”), pues sus respectivas sumas
parciales seran menores que ciertas sumas parciales suficientemente avanzadas de “la serie de va-
lores absolutos” Y:n—;|a,| (las que incluyan todos los términos de las anteriores), pero éstas tl-
timas estaran acotadas superiormente por el valor de esta “serie de valores absolutos”, con lo cual
las sucesiones de sumas parciales de las dos series )51 by ¥ 2in=1 Cn, también estaran acotadas
superiormente por ese mismo valor y entonces dichas series seran “convergentes”, de valores
respectivos B y C. Pero, segun el apartado 1) del Teorema de Riemann (pag. 16), la “con-
vergencia” de las series Yop=q1 by Y Yim=1Cn implica la “convergencia” de la serie Y54 a, de
“términos positivos vy negativos” dada (la llamabamos “incondicionalmente convergente” en
ese caso) y su valor serd B — C.

Por tanto, vemos que “absolutamente convergente” implica “incondicionalmente convergente”.

Y reciprocamente, si la serie dada es “incondicionalmente convergente”, tendra que estar en el
apartado 1) del Teorema de Riemann y entonces ambas series Y.p—1 by ¥ Xme1 Cn S€Tan “conver-
gentes” de valores B y C respectivamente, con lo cual la “serie de los valores absolutos” sera tam-
bién “convergente” (ya que las sumas parciales de esta ultima seran el resultado de sumar entre
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si sumas parciales de la serie ).;—; b, con sumas parciales de la serie Y54 ¢, , con lo cual su
limite sera B + C).

Por tanto, vemos también que “incondicionalmente convergente” implica “‘absolutamente con-
vergente”.

CONCLUSION IMPORTANTE: Las denominaciones “convergencia absoluta” y “conver-
gencia incondicional” son equivalentes.

En cambio, si la serie de valores absolutos “diverge”, necesariamente alguna de las dos series
Yme1bn 0 Yoq ¢, sera “divergente”, luego estaremos en los apartados 2), 3) o 4) del Teorema
de Riemann y entonces la serie dada sera “divergente a +00” (segtn apartado 2), o la serie dada
sera “divergente a —o0” (seglin apartado 3) o bien no puede asegurarse “el caracter” de la serie
dada (segliin apartado 4). Y en este ultimo caso cabe la posibilidad de que la serie dada sea
“convergente” (si cumple “la condicion necesaria” para ello), pero entonces la llamariamos “con-
dicionalmente convergente”.

De los ejemplos vistos en las paginas 17 y 18, ;cuales corresponden a series “absolutamente
convergentes” y cudles a series “absolutamente divergentes”?

La del ejemplo 1) era “divergente a —oo” (caso 3 del Teorema de Riemann) y entonces sera “ab-
solutamente divergente”. En efecto, “su serie de valores absolutos” es “divergente”, pues sus
sumas parciales de indices multiplos de 6 son superiores a ciertas sumas parciales de indices
multiplos de 3 de “la serie arménica”, las cuales llegaran a ser tan avanzadas como queramos (y
por tanto sus valores tan grandes como queramos, porque tienden a +0). En efecto, llamando S
a las sumas parciales de “la serie de valores absolutos de la dada” y llamando S’ a las sumas
parciales de “la serie armoénica”, vemos claramente que Sg > S3 , S1, > S¢ , Sig > S5, y en
general S¢,, > S3,, . Por tanto, Al_r)glo Sen = +00, con lo cual el limite de toda la sucesion de sumas

parciales S,, también serd +o0 , porque dicha sucesion es “estrictamente creciente” y las demas
sumas quedaran intercaladas.

La del ejemplo 2) era “incondicionalmente convergente” (caso 1 del Teorema de Riemann), luego
tendra que ser “absolutamente convergente” (y efectivamente lo es, pues “su serie de valores ab-
solutos” es “la armonica general” con p = 3/2).

La del ejemplo 3) era “oscilante” (caso 4 del Teorema de Riemann), luego sera también “absolu-
2n—1

2n+2

tamente divergente” (en efecto, “su serie de valores absolutos” tiene término general |a,| =

por lo cual lim |a,| = 1, y al no ser “convergente” serd “divergente a +00”).
n—oo

Y la del ejemplo 4) era “convergente”, pero estaba también en el caso 4) del Teorema de Riemann,
luego se trataba de una “convergencia condicional” y tendrd que ser “absolutamente divergente”
(en efecto, “su serie de valores absolutos” es “la armoénica”).

Finalmente, daremos el Teorema que se refiere al producto de dos series “absolutamente con-
vergentes”:

TEOREMA: Sean dos series Yime1ay V 2ime1 by “absolutamente convergentes”, de valores res-
pectivos A y B. Entonces la serie Y,y ¢, , donde ,=a, by, +a, by, 1+ -+a, by es
“absolutamente convergente” y su valor es A - B.
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Nota: Se habia establecido ya este Teorema para “series de términos positivos convergentes” (pro-
piedad 3 de la pag. 14) y ahora se extiende a “series de términos positivos y negativos” que sean
“absolutamente convergentes”.

Ejemplo:

3 3
4 8

+13—6—--- por la serie —5+§—E+i—i+

) 3
El producto de la serie 3 —=+
2 9 ' 27 81

(ambas “absolutamente convergentes”, pues la “serie de valores absolutos” de la primera es “geo-
métrica” de razén 1/2 y la “serie de valores absolutos” de la segunda es “geométrica” de razén
1/3) esuna nueva serie que tiene:

primer término 3 - (—5) = —15

. 5
segundo término 3 3 + (— %) -(=5) = %

s 5 3\ 5, 3 _ 95
tercer término 3 (— 5) + (— E) st+s (=5) = -

.. 5 3 5 35 3 _ 325
cuarto término 3 > + (— 5) (— ;) +Z 3 + (— §) (-5) = —
etcétera...

. ) 5 5
Por tanto, la “serie producto” empieza —15 + ? — % + % — e

Ademas, la primera serie dada tiene valor 2 (pues es “geométrica” de razén — 1/2 con primer
término 3) y la segunda tiene valor — 15/4 (pues es “geométrica” de razéon — 1/3 con primer
término —5), luego esta “‘serie producto” tendrd valor —15/2 .
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